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Vorwort. 


Die Theorie der elastischen Gewebe und ihre Anwendung auf die 
Berechnung biegsamer Platten bilden den Inhalt des vorliegenden 
Buches. Die erste Abhandlung über diese Theorie ist vom Verfasser 
im Jahrgange 1919 der Zeitschrift „Armierter Beton“ veröffentlicht 
und in den Fachkreisen so günstig beurteilt worden, daß ich mich 
entschlossen habe, eine von vielen Ingenieuren gewünschte umfassen- 
dere Darstellung dieses besonderen Gebietes der Festigkeitslehre in 
Angriff zu nehmen. Eine einheitliche und eingehende Bearbeitung 
der Theorie biegsamer Platten ist mir auch aus dem Grunde notwendig 
erschienen, weil in den gebräuchlichsten Lehrbüchern der technischen 
Mechanik vorwiegend angenäherte und nicht immer einwandfreie 
Lösungen einiger Aufgaben der Plattentheorie zu finden sind, während 
die wertvollen Schriften, die sich mit der schärferen Untersuchung 
einzelner Fragen befassen, in ihrem mathematischen Aufbau nicht 
einfach genug sind und daher den meisten Ingenieuren unzugänglich 
bleiben. 

In der vorliegenden Arbeit werden die wichtigsten Belastungsfälle 
und Lagerungsarten, welche für die Querschnittsbemessung von Platten 
in Betracht kommen, behandelt. Um eine genaue und doch leicht 
verständliche und anschauliche Darstellung der Spannungen und 
Formänderungen zu erzielen, habe ich bei den Platten das elastische 
Gewebe in ähnlicher Weise wie das Seileck beim biegsamen Balken 
benutzt. Die Untersuchungen, welche zur Aufstellung der Theorie 
dieses Gewebes geführt haben und ihrem weiteren Ausbau dienen, sind 
in dem ersten Teil dieses Buches zusammengefaßt, im zweiten Teil 
werden die vielseitigen Anwendungsmöglichkeiten gezeigt. 

Bei der Auswahl der technischen Aufgaben habe ich in erster Linie 
die für den Eisenbetonbau wichtigen Fragen berücksichtigt. Für die 
Berechnung der kreuzweise bewehrten Platten werden meistens nur 
die in den amtlichen Vorschriften empfohlenen Näherungsformeln 
benützt, die keinen zuverlässigen Anhalt über die wirkliche Beanspru- 
chung bieten und zu Abmessungen führen, die entweder keine aus- 
reichende Bruchsicherheit gewährleisten oder eine wirtschaftliche 
Ausnutzung der Festigkeit des Baustoffes ausschließen. Um diesen 
Fehler zu vermeiden, habe ich sowohl die einfachen ringsum aufliegenden 
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oder fest eingeklemmten Platten wie auch die mehrfach gestützten 
Decken untersucht und aus den Ergebnissen der genauen Berechnung 
neue zuverlässigere Näherungsformeln abgeleitet. 

Die trägerlosen Pilzdecken, welche sich für den Eisenbetonbau 
besonders eignen und bereits in großem Umfange von der HUTA, 
Hoch- und Tiefbau-Aktiengesellschaft, in den letzten Jahren unter 
der Leitung des Verfassers in Deutschland ausgeführt worden sind, 
werden in diesem Buche eingehend behandelt. Ich habe die genaue 
Berechnung für die verschiedensten Belastungsfälle und Längen- 
verhältnisse, auch unter Berücksichtigung des Biegungswiderstandes 
der Stützen, durchgeführt und hoffe hiermit die Bedenken, welche 
mitunter infolge mangelhafter statischer Untersuchungen gegen die 
Sicherheit dieser Bauart ausgesprochen worden sind, zu beseitigen, 
die sorgfältige Ausbildung der trägerlosen Decken zu erleichtern und 
ihre Anwendung zu fördern. 

Die vorliegenden Untersuchungen sind allerdings nicht für die- 
jenigen Fachgenossen bestimmt, die in ihrem Bestreben nach Mecha- 
nisierung der Arbeit jede gedankliche Tätigkeit aus ihrer Werkstatt 
ausschließen und nur fertige Faustformeln, die keine Überlegung er- 
fordern, gebrauchen möchten. Die Theorie des elastischen Gewebes, 
so einfach sie auch im Grunde ist, kann mit Verständnis und Erfolg 
nur von Ingenieuren angewandt werden, welche noch die zum Lehrstoff 
des normalen Hochschulunterrichtes gehörigen Vorkenntnisse der höheren 
Mathematik und Mechanik besitzen und durch eingehendes Studium 
zur selbständigen Beherrschung dieser Theorie gelangen wollen. Um 
ihre Arbeit zu erleichtern, habe ich die verschiedenen Anwendungs- 
möglichkeiten in vielen, völlig durchgerechneten Zahlenbeispielen er- 
läutert, die Werte, welche für die Querschnittsbemessung benutzt 
werden können, in mehreren Tafeln zusammengestellt und in einem 
besonderen Abschnitt am Schlusse des Buches ein allgemeines Ver- 
fahren zur Lösung der partiellen Differenzengleichungen des Gewebes 
angegeben. Ich hoffe, daß diese ausführliche Behandlung manchen 
Leser anregen wird, an dem weiteren Ausbau der Theorie biegsamer 
Platten durch eigene Forschungen beizutragen und neue Anwendungs- 
gebiete zu erschließen. 

Die vorliegende Schrift, während des Krieges bereits begonnen, 
würde auch in diesem Jahre nicht zu Ende geführt worden sein, wenn 
ich nicht durch einen eifrigen Mitarbeiter, Herrn Dipl.-Ing. Heinrich 
Perl, bei der Durchrechnung zahlreicher Beispiele unterstützt worden 
wäre. Ich möchte ihm auch an dieser Stelle für seine wertvolle Hilfe 
meinen besten Dank aussprechen. 


Carlowitz bei Breslau, Dezember 1923. 
H. Marcus. 
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2, Abb. 2a, lies: ES statt 

cy 7 
40, Zeile 1 von oben, lies: ë. 
94, Zeile 17 von oben, lies: y = N, (1 +a SÉ Lë 3 e 


cı 


127, Zeile 10 von oben, lies: Belastung statt WE 
135, Zeile 9 von unten, V, lies: dreieckige statt rechteckige. 
166, Zeile 9 von unten, lies: ¢, = #(£x... 

=a Statt ——— 


173, 2. Zeile der Gl. (e), lies: -——— =. 
dy? Ca oyca! 


181, Zeile 7 von oben, lies: Mittellinie y = 0. 
193, Zeile 5 von oben, lies: +7. 


oo 


. 194, Zeile 18 von oben, lies: F pa. 
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247, 5. Gleichung, lies: — 2 ut statt — 2 wi. 
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291, Abb. 91, am rechten Zweige der x-Achse, lies: 8, statt s, 


298, Abb. 93, an der unteren Hälfte des rechten Randes, lies: S, statt S}. 


323, Zeile 13 u. 15 von unten, lies; pa? statt pat. 
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. 337, Zeile 13 von oben, lies: (148) statt (c). 


I. Die Grundlagen der Berechnung biegsamer 
Platten. 


$ 1. Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten. 


Unter einer ebenen Platte ist eine Scheibe zu verstehen, die von 
zwei parallelen Ebenen im Abstande A und einer senkrecht zu diesen 
Ebenen stehenden, im übrigen beliebig gestalteten Randfläche begrenzt 
ist (Abb. 1). 

Ich setze voraus, daß die Scheibe aus einem homogenen Baustoff 
besteht und daß ihre Stärke A klein im Vergleich zu den Abmessungen 


Abb. la. 


der Abgrenzungsflächen ist. Ich wähle als Koordinatensystem ein 
rechtwinkliges Achsenkreuz, dessen v- und y-Achsen in der Mittelfläche 
der Platte liegen, während die z-Achse senkrecht zur Plattenfläche steht. 
Wird die Scheibe durch Kräftepaare oder nur durch Kräfte p, die 
in Richtung der z-Achse wirken, beansprucht, so darf angenommen 
werden, daß die Punkte der Mittelfläche lediglich Verschiebungen & 
senkrecht zu dieser Fläche erfahren und daß, insofern diese Verschie- 
bungen klein im Vergleich zur Plattenstärke sind, jede Normale von der 
Länge A, die zur Mittelfläche gezogen wird, auch bei der deformierten 
Platte geradlinig verbleibt und senkrecht zur verbogenen Mittelfläche 
steht. Zwischen den Verrückungen & und 4 in Richtung der v- und 
Marcus, Platten. 1 
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y-Achse eines im Abstande z von der Mittelfläche liegenden Punktes 
und der zugehörigen Verschiebung ¢ bestehen, wie die Abb. 2 und 2a 
erkennen lassen, die folgenden Beziehungen: 


m d 
"Sei a) 
ô$ 
n = —z ci 
Die zugehörigen Dehnungen sind: 
ce SÉ 
KEE RER 
3 5 @) 
(am € C 
Ey Aa E A 
cy oy 


Beachtet man, daß die Normalspannungen oz, welche durch die auf 
der Platte ruhenden Lasten unmittelbar hervorgerufen werden, im Ver- 


Abb. 2. Abb. 2a. 


gleich zu den Biegungsspannungen o, und oy in den etwas weiter von 
der Mittelfläche abstehenden Schichten durchaus geringfügig sind und 
daher neben diesen Spannungen vernachlässigt werden dürfen, so lautet 
das Elastizitätsgesetz: 


sz le — Sal a o SE 
2 KT mM” EE e ay 
Hierin bedeuten 
E die Elastizitätsziffer des Baustoffes, 
m, die Poissonsche Querdehnungszahl. 
Es ist mithin auch: 


Em? 1 Em? ôt l1 ô? 
tn): 
Em? Em? GC 1 02 6) 


L 
ter). 


Die Grundgleichungen der Theorie elastischer Platten. 3 


Den Normalspannungen oz, o, sind in den Flächenelementen senk- 
recht zur x- bzw. zur y-Achse wagerechte Schubspannungen Try, Tyz in 
Richtung der y- bzw. der x-Achse zugeordnet, welche dem Elastizitäts- 


gesetz ap A 
RO pa + Si 


folgen. Unter @ ist hierbei die Schubelastizitätsziffer zu verstehen. 
Da bei einem homogenen Baustoff zwischen OG. E und m die Be- 


ziehung u 
(4) 

besteht, so erhält man: 2(m + 1) 
l Em CC ` 
Try — Tyz = — — 22 (3) 


In den Flächenelementen senkrecht zur x- bzw. zur y-Achse wirken 
in Richtung der z-Achse die Schubspannungen Tez, Zus und ebenso in 
den Flächenelementen senkrecht zur z-Achse die der v- bzw. y-Achse 
parallel gerichteten Spannungen 7,,, Tzy. Sie sind paarweise gleich, 
nämlich meh, ige. 

Betrachtet man die Spannungen, welche in den Abgrenzungsflächen 
eines unendlich kleinen Würfels mit den Seitenlängen dx, dy, dz auf- 
treten, so erfordert das Gleichgewicht in Richtung der x- bzw. der 
y-Achse die Erfüllung der beiden folgenden Bedingungen!): 


` 
00, Oz Se 
+ A = + — E D 
ex ey ûz 
e a 3 (6) 
Bl SE Co, 4 ns 0 
ôx ĉy cz 
Es ist mithin: 
re "Ces dron 4 Em? u Le el 
ûz 0% ôy m? —1 | êg \ ð ` Op)’ 
Ô Tyz 00, Or, Em? d (f _ oC 
i ma ae aci oala O 
62 Ay x m? — ây âx y 


Die Integration dieser Gleichungen liefert, wenn man beachtet, daß 


k y 
an den Rändern z = sY die Schubspannungen Taz, Tys verschwinden 
müssen: u 


1) Der Leser findet die Ableitung dieser Gleichungen, welche die Grundlage 
der mathematischen Elastizitätstheorie bilden, in den bekannten Lehrbüchern 
von Föppl: Vorlesungen über technische Mechanik Bd. III, 5. Auflage, Abschn. 11; 
Lorenz: Technische Elastizitätslehre, Kap. VI; Bach: Elastizität und Festigkeit, 
7. Auflage, Abschn. 9. 
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Em? fR? 2\ ô (ef 
Taz: = Lkr = mi (3 a 2 5 + Zu. a : 

Em? ( 2 a) ô Eé a =} m 
Sa? 8 2/ ðy \ ô ey) 


Ty am Lee ep 
Die Normalspannungen oz, die auf einem Flächenelement von der 
Höhe h und der Breite dy verteilt sind (Abb. la), bilden ein um die 


y-Achse drehendes Kräftepaar 


h 

TS 

` m? ie 1 =, 
tal 2 CSR ôy? ay 


Aus den Spannungen o, eines Elementes von der Höhe A und der 


Breite dr entsteht ebenso das Biegungsmoment: 


h 
tz 
Em? 


Sy dx = | ozdzde = RoS 


Die wagerechten Schubspannungen 7,,, Tys in diesen beiden Flächen- 
elementen bilden die um die x- bzw. y-Achse drehenden Drillungs- 


wj 


momente 
+F 
Em ko ĉe f 
tydy = |ryadyde = Wees EH 


+7 
Em 
hede = [rzdzdz -~ RN 


A 
"7 


Die lotrechten Schubspannungen Tsz, 7,, vereinigen sich schließlich 


zu Mittelkräften 
+3 
Em W ð Ze SS 
dy= geben 12 
aty = fonty iam RLT ee Wen e d 
3 
Em m fet =) d 
Ces? 12 ie uf £ 


vdt = | Ty dedz = — 
y m 
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Die auf die Längeneinheit der Mittelfläche bezogenen resultierenden 
Biegungs-, Drillungsmomente und Scherkräfte sind somit: 


Unter 


VE 1 Cl 
ge =—N\-— Geer ar WE 
Vo m cy“ 
eg o a x 
s =n +E), 
ey m ĉr? 
m—ı Gë 
= N = S 
un —] Gs, R 
ð (ar = 
H = --N »- — — = P 
“ ke + ey? 
ô LG SS 
= — N -— GC e 
NN e ôy \ ôg? + ôy? 
mi Eh 
Nam o 


ist hierbei die Plattensteifigkeit zu verstehen. Werden die vorhin 
aufgestellten Gleichgewichtsgleichungen (6) zunächst mit z verviel- 


h 
facht und dann innerhalb der Grenzen z = + > integriert, so liefern 


sie auch: 


08, , Ölyz u 

ex ey > (68) 
di , Di 

— tel 

ey Ôx 


Die auf einem Plattenelement von der Höhe A und der Grund- 
fläche dr dy ruhende Belastung p dx dy muß andererseits mit den lot- 
rechten Schubkräften Vz, Vy der Seitenflächen im Gleichgewicht stehen. 


Es ist also 


oder 


Se 5 

day a, de +da gr dy + pdzdy=0, 
to A =B 
ës gy "PT" 


Im Einklang mit den Gleichungen (6a) ergibt sich auch: 


02 5, 621 ô? 8 
E 2 =Yy Y = —p. 10 
0x2 ûôxõy öy? P (10) 
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In dieser ersten Hauptgleichung der Plattentheorie sind unmittelbar 
die Beziehungen zwischen der Belastung und den Spannungsmomenten 
dargestellt 1). 

Werden jetzt mit Hilfe der Gleichungen (8) die Größen sz, Sy, tzy 
durch die zugehörigen Differentialquotienten von ¢ ersetzt, so gewinnt 
man die Differentialgleichung der elastischen Fläche: 

Ch E EE A 
dr GaëOuë Cat N 

Diese zweite Hauptgleichung bildet die Grundlage der Untersuchung 
biegsamer Platten?). 

Für die Bewertung der inneren Formänderungsarbeit A; kommt 
noch die Formel 


3 2 
(e + oy mi oz) bes aut Oz Oz + Oz Oy) dV 


(1) 


1 
4; = 
2E 
- S - : (12) 
= GER KSE SEAN 


in Betracht; hierin bedeutet dV das unendlich kleine Raumelement 
dzdydz. Da 


122 122 
ene en 

122 = (€ a 
o e ur = —|—- AT, 
Weder Zeie? sdf ` A CR beis 


12 /R? 22 
u nn nn se anne H 
ee ACC 


1) Diese Gleichung ist nur für steife Platten mit sehr kleinen Verschiebungen © 
streng gültig. Bei Platten mit geringer oder verschwindender Steifigkeit treten 
bei einer starken Ausbiegung auch in der Mittelfläche Normalspannungen auf, die 
in den Gleichgewichtsbedingungen für die Belastung p nicht außer acht gelassen 
werden dürfen. Der beträchtliche Einfluß dieser Spannungen auf die Tragfähig- 
keit der Platten ist von A. Föppl in seiner Technischen Mechanik Bd. V, 
S. 132f., von A. und L. Föppl in Drang und Zwang Bd. I, S. 216£. und 
von H. Hencky in seiner Arbeit über die Berechnung dünner Platten mit ver- 
schwindender Biegungssteifigkeit in Bd. I, S. 81—99 der Zeitschr. f. angew. Mathe- 
matik u. Mechanik ‚1921, nachgewiesen worden. 

2) Die Differentialgleichung der elastischen Fläche ist zuerst von Lagrange 
im Jahre 1813 abgeleitet worden. Die vollständige Theorie der Platten mit kreis- 
förmiger Symmetrie wurde 1829 von Poisson entwickelt. Die allgemeinen Rand- 
bedingungen der Aufgabe wurden insbesondere von Kirchhoff untersucht und 
1876 endgültig von Kelvin und Tait klargelegt. Die Lösung der Differential- 
gleichung für unsymmetrische und unstetige Belastungen ist im letzten Jahr- 
hundert nicht gelungen und wurde daher 1907 von der Pariser académie des 
Sciences als Preisaufgabe für den Prix Vaillant ausgeschrieben. Ein ausführlicher 
Bericht über „Neuere Fortschritte der technischen Elastizitätstheorie“ ist von 
Herrn Professor L. Föppl in Bd. 1, H. 6 der Z. f. ang. Math. u. Mech. ver- 
öffentlicht worden. 
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so liefert die Gleichung (12), wenn die Spannungen o. neben o, und oy 
vernachlässigt werden: 


(Së In... 2 mz D, 
Ar e+s-2..)+ mr 


tzy| dedy 


Lo 


(13) 


Wird der im allgemeinen sehr geringfügige Beitrag der Scherkräfte v 
außer acht gelassen, so erhält man die einfachere Formel: 


m? 1 frf SE m+1 SE 
dee / J [e+ SP? H on — Gell dedy. (14) 
Führt man nunmehr an Stelle der EEN an Ban Ben 


die zugehörigen Differentialquotienten von £ ein, so ergibt sich schließ. 


lich: DEIER E (m— 1) & en: 


> C z? C y? m € y? 


0 Eea i 


Die Ermittlung der Verschiebungen ¢ ist die wichtigste Aufgabe 
und das Hauptziel der Plattenberechnung. 

Die unmittelbare Integration der Differentialgleichung der elasti- 
schen Fläche bietet, von wenigen Ausnahmefällen abgesehen, fast un- 
überwindliche Schwierigkeiten. Für eine möglichst angenäherte Lösung 
stehen zwei Verfahren zur Verfügung. 

Gelingt es zunächst, eine partikuläre Lösung der nicht homogenen 
Gleichung ôg + ar „ar ĉtt St _» 

ex? ey? Cat N 
zu finden, welche die für die Ober- und die Unterfläche der Platte vor- 


geschriebenen Bedingungen befriedigt, so kann man durch Hinzufügung 
einer Reihe geeigneter Lösungen der homogenen Differentialgleichung 


Ba 


Li 


auch die Randbedingungen der Aufgabe mit größerer oder geringerer 
Genauigkeit erfüllen. Nach diesem Verfahren sind von Nadai!) und 
Hencky?) unter Verwendung zweifach unendlicher Reihen mit trigo- 


1) Nadai: Die Formänderungen und Spannungen von rechteckigen elasti- 
schen Platten, Forsch.-Arb. auf dem Gebiete des Ingenieurwesens H. 170, 171. 
Berlin 1915. 

2) Hencky: Über den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten 
bei gleichmäßig verteilter und bei konzentrischer Belastung. Dissertation, Mün- 
chen: R. Oldenbourg 1913. 
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nometrischen und hyperbolischen Funktionen die wichtigsten Grund- 
fälle, vor allem die rechteckigen, allseitig frei aufliegenden oder fest 
eingeklemmten Platten mit gleichmäßiger Belastung oder mit einer 
Einzellast in der Plattenmitte behandelt worden. 

Ein anderer von Navier!) zuerst eingeschlagener Weg führt hingegen 
zur Auswahl verschiedener Ansätze ¢; = 0; fi (x, y) für die Gleichung der 
elastischen Fläche, welche zwar die vorliegenden Symmetrie- und Rand- 
bedingungen von vornherein befriedigen, jedoch einer anderen Belastung 

y Ca 
als der vorgeschriebenen Belastung p entsprechen. Werden aber die 
Festwerte C, dieser Ansätze so bestimmt, daß entweder die Summe der 
Quadrate der Abweichungen zwischen den Belastungen p; und p oder 
die gesamte Formänderungsarbeit ein Minimum wird, so läßt sich, 
wie die Arbeiten von Michel Levy?), Estanave?), Simict), Ritz5), 
Hager’), Lorenz?) gezeigt haben, eine verhältnismäßig einfache 
Näherungslösung der Differentialgleichung der elastischen Fläche er- 
zielen. Dieses Verfahren ist allerdings lediglich für symmetrische, 
stetige Belastungen und nur für die Darstellung der Durchbiegungen, 
allenfalls für die Ermittlungen der Spannungsmomente im Bereich der 
Plattenmitte brauchbar. Bei Einzellasten und ebenso, wenn es sich 
um die Randscherkräfte und die Auflagerwiderstände handelt, versagt 
die Näherungslösung vollkommen. 

Die Methode, die ich als Grundlage meiner Untersuchungen gewählt 
habe, weicht von den bisherigen insofern ab, als sie an Stelle der partiellen 
Differentialgleichung vierter Ordnung zwei partielle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, die einer unmittelbaren Lösung weit eher 
zugänglich sind, verwendet. 

Im nachfolgenden werde ich zunächst die neuen Sätze ableiten, 
welche die Umbildung der Hauptdifferentialgleichung zur Folge haben, 
und sodann die Bedingungen für die Lösung der neuen Gleichungen 
einer Prüfung unterziehen. 


1) Die Abhandlung von Navier, im Jahre 1820 verfaßt, wurde erst von 
Saint - Venant in der französischen Ausgabe der Festigkeitslehre von Clebsch 
1883 veröffentlicht. 

?) Cpt. rend. hebdom. des séances de l’acad. des sciences Bd. 129. 1899. 

3) Estanave: Contribution à l’etude de l’equilibre élastique d'une plaque 
rectangulaire mince. Paris: Thèses 1900. 

4) Simic: Ein Beitrag zur Berechnung rechteckiger Platten. Z. öst. Ing.-V. 1908. 

5) Ritz: Über eine neue Methode zur Lösung gewisser Randwertaufgaben. 
Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen 1908. 

€) Hager: Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonometrischer 
Reihen. 1911. 

7) Lorenz: Angenäherte Berechnung rechteckiger Platten. Z. V. d. I. 1913. 
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S 2. Die elastische Platte und die elastische Haut. 
Die Biegungsgleichung der Platte 


art ato ` Sp ( ð ô ) êst at 
EE an NEE A 
re 7° 777 T 77 rataa) ar) N 


€ SE ; ĉ 
läßt sich, wenn man für die Operation —— + a das Zeichen P2 þe- 
r Let: o C y“ 
nutzt, auf die Form 


2 E pepara P 
Krich 


bringen. Setzt man BGH 


SEN (16) 


6 at ey? 
so lautet die Gleichung der elastischen Fläche auch: 
Hä M = —p. (17) 


Die Funktion M ist ein Maß für die Biegung der Platte. Beachtet 
man nämlich, daß die Krümmung der elastischen Fläche durch die 


bii l E E E 
Os ôg oy Gë 
bestimmt ist, so tritt der Zusammenhang zwischen der Momenten- 
summe Ier ga Wi 
DE De. ES Sal t A 
m \ĝð Ca m 
und der Krümmung 
KS ec m Ih 
Os Qy N ml N 


deutlich in Erscheinung. Die Funktion M verdient auch aus dem Grunde 
Beachtung, weil sie eine Invariante, von der Wahl des Koordinaten- 
systems unabhängige Größe ist. 
Stellt man die bekannte Gleichung des elastischen Stabes 
M ` 
da 


der Plattengleichung 
V2 U = —p 


gegenüber, so ist ohne weiteres die gegenseitige Zuordnung der Diffe- 


rentialoperation V? und der Differentialquotienten einerseits, der 


d2 
dx? 
Biegungsmomente des Stabes und der Momentensumme der Platte 
andererseits zu erkennen. Diese Übereinstimmung läßt vermuten, 


daß auch zwischen den Lösungen der Differentialgleichung des Stabes 
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und der Differentialgleichung der Platte eine Verwandtschaft bestehen 
muß. Sie wird uns offenbar, wenn wir die Differentialgleichung einer 
ursprünglich ebenen elastischen Haut heranziehen, welche äußerlich 
durch den senkrecht zur Haut gerichteten Überdruck p und innerlich 
nur durch Normalspannungen beansprucht wird. Bei kleinen Aus- 
biegungen w der Haut in Richtung der z-Achse entsteht in allen Teilen 
und in jeder Richtung die gleiche Oberflächenspannung S, welche mit 
den Ausbiegungen w und dem Druck p durch die bekannte Differential- 
gleichung!) Ss &w eu __» as) 
08 0% 5S 
verknüpft ist. Die Gegenüberstellung der beiden Gleichungen (17) 
und (18) führt uns unmittelbar zu folgendem Satze: Die Mittelfläche 
einer mit dem Überdruck p belasteten und durch die Ober- 
flächenspannung $=1 beanspruchten elastischen Haut 
stellt ein Abbild der Momentenfläche der elastischen Platte 
dar. 
Beim elastischen Stab wird eine gleichwertige Verknüpfung zwischen 
der Momentenlinie und der Gestalt eines mit den Kräften P belasteten 
Seils, dessen Grundspannung $ = 1 ist, nachgewiesen. Der neue Satz 
bringt also die sinngemäße und folgerichtige Erweiterung der für den Stab 
geltenden Beziehungen auf die Momentensumme der elastischen Platte. 
Die Verwandtschaft zwischen Stab und Platte läßt sich aber noch 
weiter verfolgen. Belaste ich jetzt die Haut mit den elastischen Ge- 
wichten p; = A so erfährt sie bei gleicher Oberflächenspannung S = 1 
eine Ausbiegung w,, welche der Differentialgleichung 
w; Cäa: u t 
022 


| ER 
Vw; = ae 7 ee Aea a Ze (19) 


genügen muß. Aus dieser Gleichung entspringt der zweite Satz: Die 
Mittelfläche einer mit den elastischen Gewichten 9, = E 
belasteten und durch die Oberflächenspannung S=]1 be- 
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der elasti- 
schen Fläche der Platte dar. 

Ebenso läßt sich auf Grund des Mohrschen Satzes die elastische 
Linie eines Stabes vom Trägheitsmoment J durch eine mit den elasti- 


schen Gewichten p; = belastete Seillinie darstellen. 


M 
EJ 

Diese Übereinstimmung beweist, daß die bekannten Sätze über die 
Biegungsmomente und die Formänderungen des elastischen Stabes 


1) Vgl. Föppl, A.: Vorlesungen über technische Mechanik Bd. V, $ 30. 
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als Sonderfälle der neuen allgemeinen Sätze über die elastische Platte 
zu betrachten sind. 

Neben der Momentensumme und der Ausbiegung können auch die 
Spannungsmomente der Platte unmittelbar aus der Formänderung der 
Haut abgeleitet werden. 

Aus der Hauptgleichung (16) erhält man nämlich einerseits 


GN, TEA ` E CC H E 
ôx? ' m ôy "Vë m ee m õp’ 
ôM 1 ĉ&M GE mtl ĉtt E 
ee Peer ` leed E 
oy m da ĉ yt m OLIY môrt 


aus den Gleichungen (8) andererseits 


Oe 625 PS m+ ia 1 ĝt ) 
ei Ge EE NI ea E z 
be Ehr at ÔL Y mer 
Ca Ca GE m+1 6% Loic 
äs sË DE nl = ; 
K J t 77 Ja T m êy môrt 
setzt man also Et 1 êM 
aikaa EE 
da m da = 
P 2 d (20) 
@M 1 ĉ&M 
z ra da k 
ey m ĉr? 
so ergibt sich: DR eng vg 
(21) 
V23, = — riy. 
Ebenso kann man der Belastung 
—1 &M 
2 nn (20a) 


m Grcn ` 
im Einklang mit der Gleichungsgruppe (8) die Bedingung 
zuweisen. V? try = — Asy (21a) 
Hieraus gewinnt man den folgenden dritten Satz: Die Mittel- 
fläche einer der Reihe nach mit den Kräften 
ke 1 Sr) Fe l ER) 
E-P ’ Ty ene Ke "e ls 


ex m ôy? Ca m Ca 


Dis = — 


belasteten und durch die Oberflächenspannung S =1 be- 
anspruchten elastischen Haut stellt ein Abbild der sp, sy 
und t,,-Momentenflächen der elastischen Platte dar. 
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Es sei schließlich noch bemerkt, daß man aus der Mittelfläche der 
elastischen Haut auch die lotrechten Scherkräfte der Platte ableiten 
kann. Aus den Gleichungen 


€ eM 
„= —N FB = ——, 
5 HS d ex (22) 
v, E EE 
x ôy ey 


ist ohne weiteres der Zusammenhang zwischen den Scherkräften und 
den Winkeldrehungen der Tangente an der elastischen Haut zu er- 
kennen. 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist die Berechnung der 
elastischen Platte auf die Lösung der beiden Differentialgleichungen 


Pap, Pla- 2 

zurückgeführt. N 
Die Behandlung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn längs des 
Plattenrandes sowohl £ als M verschwinden. Diese Bedingung wird 
von der ringsum frei aufliegenden Platte erfüllt. Man kann hierbei im 
gleichen Sinne wje beim freiaufliegenden Balken die Lagerung als eine 
statisch bestimmte bezeichnen, weil die Momentsumme M und die 
Scherkraft v unmittelbar aus der Lösung der einzigen Differential- 


gleichung V2 M = —p gewonnen werden können. 
Bei allen anderen Lagerungsarten muß auch die zweite Differential- 
leichung nY 
S > pat m — EI 
AN 


herangezogen werden, um aus der Gestalt der elastischen Fläche die 
Randwerte der Momentensumme M zu ermitteln: diese Verknüpfung 
zwischen den Randbedingungen von M und £ ist das Kennzeichen der 
statischen Unbestimmtheit. 

Die Unterscheidung zwischen statisch bestimmten und unbestimmten 
Lagerungsarten ist auch durch die Erkenntnis gerechtfertigt, daß nur 
bei den ersteren die aus den M-Werten gebildete Momentenfläche mit 
der Mittelfläche der elastischen Haut unmittelbar zur Deckung ge- 
bracht werden kann. Bei den statisch unbestimmten Fällen weichen 
hingegen die zugehörigen Werte M und w um den jeweiligen Betrag 
einer oder mehrerer Lösungen der homogenen Differentialgleichung 
V2 = 0 von einander ab!). Aus diesem Grunde besagen die neuen 
Sätze nur, daß die Mittelfläche der elastischen Haut das Abbild der 
Momentenfläche und nicht die Momentenfläche selbst darstellt. 


1) In gleicher Weise, wie die Ordinaten der Seillinie erst durch die Wahl einer 
Schlußlinie bestimmt sind, muß auch bei der elastischen Haut durch die Lösung 
der homogenen Differentialgleichung Lage und Gestalt der Schlußfläche, von 
welcher aus die Ordinaten der Haut abgemessen werden sollen, festgelegt werden. 
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Durch die Wahl geeigneter Zusatzlösungen, welche die homogene 
Differentialgleichung V2 p2¢ = 0 befriedigen, gewinnt man gerade die 
Möglichkeit, bei statisch unbestimmten Lagerungsarten die Rand- 
bedingungen zu erfüllen und somit die Berechnung statisch unbestimm- 
ter Platten auf diejenige statisch bestimmter zurückzuführen. 

Die vorstehenden Betrachtungen über die Beziehungen zwischen 
Haut und Platte können noch durch eine eigentümliche Feststellung 
ergänzt werden. 

Auf Grund des Bettischen Satzes ist die Verschiebung ,,, die ein 
Punkt : der elastischen Haut unter dem Einfluß einer im Punkte E 
angreifenden Last P, = 1 erfährt, gleich der Verschiebung w,;, die im 
Punkte k durch eine im Punkte ¿i angreifende Last P,=]1 hervor- 
gerufen wird. Aus der Gleichung 


Wir = Wki 
folgt aber, insofern die Randbedingungen für Haut und Platte über- 
einstimmen, Weg mm Bu, (23) 


Bei statisch bestimmter Lagerung entsteht also im Punkte ¿ unter 
dem Einfluß der Last P,=1 die gleiche Momentensumme wie im 
Punkte & unter dem Einfluß der Last P; = 1: die Momentenfläche 
der freiaufliegenden Platte für den Belastungszustand 
P,=1! stellt somit die Einflußfläche der Momentensumme 
fürden Punkt k der Mittelfläche der Platte dar. Da die gleiche 
Gegenseitigkeit auch zwischen den Spannungsmomenten (sz)iz> (Sy)ix 
und Le, (ës besteht, so läßt sich der vorliegende Satz sinngemäß 
auf die Einflußflächen der Momente s, und s, ohne weiteres übertragen. 


$ 3. Die elastische Haut und das elastische Gewebe. 


Die elastische Haut, deren Formänderung durch die Gleichung 


Bue at Rasla 
V2 w = Sg 12 

gekennzeichnet ist, wird durch keine Schub- 
spannungen beansprucht: die Oberflächen- 
spannungen sind reine Normalspannungen o, 
die in jeder Schnittfläche die gleiche Größe 
aufweisen. Ist die auf die Längeneinheit der 
Haut bezogene Grundspannung S bekannt, 
so lassen sich ohne weiteres Größe, Lage und Wei 
Richtung der Mittelkraft R = Sl aller in Abb. 3. 
einem Randabschnitt 2 eines irgendwie um- 
grenzten Bereiches derHaut auftretenden Spannungen bestimmen (Abb.3). 


EE 


Bibäoteks | 
Poi. Woo, 
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Wird die Haut in einzelne Streifen zeriegt, so bilden, bei geeigneter 
Wahl der Gestalt und Anordnung der Streifen, die Angriffslinien der 
Mittelkräfte R der inneren Widerstände, die in den gemeinsamen Rän- 
dern benachbarter Streifen wirken, ein Liniennetz, welches die Haut 


Abb. 4b. 


umspannt (Abb.4). Die Kräfte R können auch als die Spannkräfte 
dünner Drähte, die in den Angriffslinien liegen, aufgefaßt werden: 
diese Drähte bilden ein Gewebe, welches an Stelle der elastischen Haut 
tritt und daher elastisches Gewebe genannt werden möge. Die 
Gestalt der Maschen dieses Gewebes wie auch die Zahl der sich in einem 
Knotenpunkt kreuzenden Drähte können, wie die Abb.4, 4a, 4b, Ae 
zeigen, verschieden sein. Die wichtigsten Gewebearten sind: 


1. das Gewebe mit rechteckigen Maschen, 
2. das Radialgewebe, 
3. das Gewebe mit dreieckigen Maschen. 


Ihre Eigenschaften werden jetzt der Reihe nach untersucht. 


Die elastische Haut und das elastische Gewebe. 15 


A. Das Gewebe mit rechteckigen Maschen. 

1. Die Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes. 

Dieses Gewebe besteht aus zwei Scharen sich rechtwinklig kreuzender 
Drähte: die eine Schar ist der z-Achse, die andere der y-Achse parallel 
gerichtet (Abb.5). 

Um die Behandlung der Aufgabe zu vereinfachen, setze ich voraus, 
daß die Maschenweiten 4, in Richtung der z-Achse und die Maschen- 
weiten 4, in Richtung der y-Achse überall gleich groß sind. 

Die Gestalt des elastischen Gewebes im Aufriß ist durch die Ordi- 
naten w der einzelnen Knotenpunkte in bezug auf die x-, y-Ebene 
bestimmt. 

An einen Knotenpunkt E greifen außer der zur x-, y-Ebene senk- 
recht gerichteten Belastung P,, die Spannkräfte der vier benachbarten 


Abb. 5. 


Drähte: R,, R,, Ra und R,. Bezeichnet man mit a; und on den Nei- 
gungswinkel der Drähte R; und R, gegen die x-Achse und ebenso mit 
Wm und wp den Neigungswinkel der Drähte R,, und R, gegen die y-Achse, 
so müssen die Spannkräfte R den drei Gleichgewichtsbedingungen 
R; cosw; — R, Gogo =0, 
RmCECS Om — Ra COS, = 0, 
P, + (Rısino, — Risin) + (R,sino, — Rm sin wm) = 0 
genügen. Mit den Hilfsgrößen 
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R; cosw; = R,cosw; =H,, 
Rn COS Om = Racos = Hy 
läßt sich die letzte Gleichung auch in der Form 
H, (tangw; — tangwı) + H,(tangw,, — tango,) = Pr 
schreiben. Bezeichnet man mit (A Wwr)z, (4? Wr)s bzw. mit Gage, 
(4? wy), die ersten und die zweiten Differenzen zwischen den w-Ordi- 
naten der Knotenpunkte, die um 4, bzw. um A, vom Knotenpunkt k 
entfernt sind, so ist offenbar 
Ze tango, = wı — Wp = (dw); 
),tango, = Wr — Wr = (A Wry» 
Ae (tanga, — tango,) = (w, — w) — (wr — w) = 4,(dw), = (4 wrz» 
D (tang On bës tang Om) ani (Wn i wy) vg (wy SE? Wm) a A (4 Wr)y mg (4? Wr)y D 
und mithin H, 
Ze 
Hierin setze ich noch 


DH. ze A Be, H,=18,; Py = Pr de da 
und erhalte: 


H, 
Pu) + -77 (2? wiy = — Pr . (24) 
“Yy 


Sz Koda 
za (S Wre + o (4? wiy = — Pr - (25) 
B Ai 
Wenn H, = H} = H oder $, = S, = $ ist, so ergibt sich insbesondere 
1 1 P, 
u CAS — 2 = — -— 2 
Ar (A sl, + Ze (A Wi)y H ( 6) 
oder j 
END D (Awry ` Pe (27) 
EM A S` S 
Ist 4; = 4, = Å, so gilt die einfache Beziehung 
A 42 
(Su). + (4w),=—Pı- K- Zu es 
welche auch durch die Gleichung 
H 22 Pr 
Awr — (wi + wi + Wm + w) = y Pe = IE (28) 
H N 


ausgedrückt werden kann. 

Es sei schließlich bemerkt, daß die Gleichung (27) bei unendlich 
kleinen Maschenweiten 2, = ©x, 4, = dy unmittelbar in die Gleichung 
der elastischen Haut 
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übergeht!). Hiermit ist die Übereinstimmung zwischen elastischem 
Gewebe und elastischer Haut bewiesen. 

Es ist im übrigen leicht zu erkennen, daß das Seileck nur eine Abart 
des elastischen Gewebes ist: läßt man in der Gleichung (24) H, oder H, 
gleich Null werden, so erhält man in der Tat die Gleichung eines in der 
(y)- oder in der (z)-Richtung gespannten Seilecks. 


2. Die Beziehungen zwischen der elastischen Platte 
und dem elastischen Gewebe. 
Um nunmehr die durch die neuen Sätze festgestellte Verwandtschaft 
zwischen elastischer Platte und elastischer Haut auf das Gewebe über- 
tragen zu können, stelle ich zunächst der Grundgleichung 


die Differenzengleichung 
1 
— (Aw). + E (Su), = — 
A Ay 


gegenüber. Man erkennt, daß 
M; = Si wr (29) 
sein muß, wenn M und w im übrigen den gleichen Randbedingungen 
genügen. 
Bringe ich jetzt die elastischen Gewichte p, = w, an den Knoten- 
punkten eines Gewebes mit der Grundspannung S = S, an, so entstehen 
Knotenpunktsverschiebungen z, welche die Gleichungen 


ars 


Zi— 24 +2 Zm — 22r +Z l 1 Wr My; 
Se 3 = z (lz zy (4z), = e = — 
EE A ee S, 


befriedigen müssen. Für die Ordinaten ¢ der elastischen Fläche der 
Platte gilt andererseits: 


Ze ep 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt also, daß 
Sı S: 
N 
sein muß, wenn ¢ und z die gleichen Randbedingungen erfüllen. Durch 
die in den Gleichungen (29) und (30) ausgedrückten Beziehungen ist 


(30) 


bk = 2g 


1) Die Möglichkeit, partielle Differentialgleichungen durch Umwandlung in 
Differenzengleichungen zu lösen, ist in der Elastizitätstheorie zuerst von Runge 
bei der Behandlung des Torsionproblems und in der Hydrodynamik von englischen 
Forschern benutzt worden. Ein ausführlicher Bericht von H. Hencky über die 
numerische Bearbeitung von partiellen Differentialgleichungen in der Technik ist 
in Bd. 2, H. 1 der Z. ang. Math. Mech. zu finden. 

2 
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z 
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somit die Bestimmung der Momentensumme M und der Ordinaten ¢ 
der elastischen Fläche der Platte auf die Berechnung der Knotenpunkts- 
verschiebungen w und z des elastischen Gewebes zurückgeführt. 

Ich habe nur noch zu zeigen, wie auch die inneren Widerstände der 
Platte aus den Ordinaten w und z bestimmt werden können. 

Um den Teil der elastischen Fläche, auf welchen der Punkt k 
(Abb. 5a) und die acht benachbarten Punkte i, l,m, n,o, p, q,r liegen, 
näher zu beschreiben, ersetze ich das elastische Gewebe in der un- 
mittelbaren Umgebung des Punktes k durch die Fläche 


| (2-2) (&—2) [2.(y- yr) (Y—Yn) Se —Yn) (Y— Ym) +2 (Y—Ym) (äi Mall 


la a;) Lead [zp (y- Ya) (Y— Yn) 22 (Y—Yn) (Y—Ym) +2 Y—Ym) (Y—Yr) 
Man kann sich leicht überzeugen, daß diese Fläche durch die neun Punkte 
i, k,l, m, n, 0, p,q,r des Gewebes hindurchgeht. Sie möchte daher 
unter der Voraussetzung hinreichend kleiner Maschenweiten 4, und A, 
als Umhüllungs-oderSchmiegungs- 
*£ fläche des Gewebes im Punkte E be- 
zeichnet werden. Die zugehörigen Dif- 
ferentialquotienten für den Mittelpunkt k 
mit den Ordinaten x = £}; Y = Yy Sind: 


(2) 21 — ži GEAR ) 
Zei, Zi AL ` 
SC SE Zn Zm dë (4 Sc 
E "En Së 
z zi— 2z +z l E? 
Lil Ne 
(53) ` m2r +n (4?zr)y (b) 
SCHEER 
( Es ) notz) ata) 
xy); EA 
— Sa 
Abb. 5a. LS? 


Führt man diese Größen in die Gleichungsgruppe (8), so erhält manim Ein- 
klang mit den Gleichungen (29) und (30) für die Spannungsmomente die 
Formeln V 


2 2 D Be re c ES Ss 
Se — S S Es 10 8” ži ai l 2z; - Zu = 


ôx? ` mëng = m S 
= z 1622) 22g mm, l 22y — Zi — 2) 
Sy = KOCH (= E EEN S e? = E -a 3 (EIN 
m— l1 Ö?z m— l Bere +2,) 
en ae op T g e? r 
vi m ER ôx êy m Ssa] 4), | i 


— te x) (x—x;) [2m Y Yr) (Y —Yn)— 22: (Y Yn) (Y—Ym) 2a (Y —Ym) äi ll (a) 
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Für die lotrechten Scherkräfte gilt ebenso: 


Ce S 


De = re rn (w: — wi), 
a , 32 
E Se Wn — Wn) - ii 
ey 24, 
Will man die inneren Widerstände unmittelbar aus den Größen 
8,8, Ze und M = §, w ableiten und benutzt man ein Gewebe mit 


der Maschenweite 4, = An = 2, so kann man auch die außerordentlich 
einfachen Formeln 


F Szr = (2 bi ag Ĝi z &) + m (2 ai im e 
2 a 
N’ = La — Em — bk ek: tt, 


j (33) 
A m= ER e ge 1 
N bey ker an IL + Gel == LC + CAL, 
2iv,=M;—M,, 
210, = M, — Mu 
verwenden. Die Maschenweite 4 muß hierbei derart gewählt werden, 
daß die elastische Linie im Bereiche i, k,l und m, k, n keinen Wende- 
punkt aufweist, denn nur unter dieser Voraussetzung wird sich die als 
Umhüllungsfläche des Gewebes benutzte Fläche zweiten Grades mit 
der wirklichen elastischen Fläche decken können. 


3. Die allgemeine Differenzengleichung der 
elastischen Platte. 


Aus den beiden Differenzgleichungen des Gewebes 


- D Pr 

— (wm), + (Lwy = — F, 

d ` Ay wl Ki 

1 l Wr 
RE u wee AS 

D (A Srle 2 (4 Sr, = — E E 


läßt sich auch die allgemeine Differenzengleichung der Platte ableiten. 
Für das Gewebe im Bereiche des Punktes k und die aus Abb. 6 er- 
sichtlichen Knotenpunktbezeichnungen gelten nämlich die Bedingungen: 


Kä? DW 2 Zi — Z3 — Žr 2 zi — Zo Se 
Sg iz A i 
L OEC mde bd BT 
"Ste = i ; 


Sé 
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1 221 — ën 29 ën 2r 
w = 72 SC 7 
Ds de Ay 
1 2m — Zo — Zp 2 Zm — Zu — Zg 
Wm = 72 Ss FE 
Kë Er E 
1 2 So Zr , Z Zn — Zk — Z% 
0 m 24 
Kë A y 


Es ist andererseits 


Hieraus folgt: ls £ 1 8 | 
aL 


— Al + ID 


ar; AS A ) 
Lee "ega (34) 
+ ra (Zo Sek Se + 2) ES 
EIN 
1 1 
+ r e F 2) + r (Zu F Se 
EM 4 
Für 2; = 2, = Å erhält man schließlich 
20 zr — 8 (zi +24 Zm + Zn) + 2 (zo + Zp + Zg + 2%) 
pm (35) 
- — =. 
+ (s E a + u F Z) ESCH 
Diese dreizehngliedrige Formel ist die unmittelbare Übersetzung der 
Hauptdifferentialgleichung att 204: êt p 


Iri t ar ôy N` 

Sie ist weniger einfach als die fünf- 
gliedrigen w- und z-Gleichungen des Ge- 
webes:ihre Anwendungistaber von Vorteil, 
wenn die Randwerte M von vornherein 
nicht bekannt, die Randwerte £ hingegen 
entweder gegeben sind oder aus den 
Randbedingungen der elastischen Fläche 
abgeleitet werden können!). Die Untersuchung der ringsum einge- 
klemmten Platten im Abschnitt VII wird Gelegenheit geben, die 
Gleichung (35) zu benutzen, um die Gestalt der elastischen Fläche ohne 
den Umweg über die Momentensumme unmittelbar zu bestimmen. 


1) Herr N. S. Nielsen hat in seiner verdienstvollen Arbeit „Bestemmelse af 
Spoendinger i Plader ved anvendelse af Differensligninger‘‘ (Kopenhagen: G. E. ©. 
Gad 1920) für eine Reihe wichtiger Aufgaben der Plattentheorie die zur Lösung 
der dreizehngliedrigen Differenzengleichung erforderlichen Rechnungen mit 
großer Sorgfalt durchgeführt. 
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4. Die Verteilung der Belastung auf die 
Knotenpunkte des Gewebes. 


Die Grundgleichung 
P; 


l l 

pa Lëck, + ER (4? wr)y = — F 
ist unter der Voraussetzung abgeleitet, daß die Lasten P, unmittelbar 
an den Knotenpunkten angreifen. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn 
der Schwerpunkt der Belastungsfläche a b cd (Abb. 5) mit dem Knoten- 
punkt zusammenfällt. Die Größe 

Pr = SR 

stellt dann den Mittelwert der spezifischen Belastung für den Bereich 
abcd dar. 

Greift nun eine Einzellast P außerhalb der Knotenpunkte an, so 
lassen sich die auf die benachbarten Punkte 1, 2, 3, { entfallenden Last- 
anteile P}, Ps, P}, P, wie folgt bestimmen. 

Ich verbinde den Angriffspunkt der Kraft P durch vier Drähte 
mit dem Hauptgewebe (Abb.7): wenn die aus den Randdrähten 1, 2, 3, 4 
gebildete Unterlage vorerst als fest angesehen wird, so ist die Ver- 
schiebung a, des Punktes o gegen das Hauptgewebe durch die Gleich- 
gewichtsgleichung 


SE GE E D F 
SET ENER 


bestimmt. 43 4 
Im Punkte / wird nun die lotrechte Teilkraft 
H w, 
Pı= T 


auf den Rand 1, 4 übertragen. Ebenso erhalten die übrigen Ränder 
Teilkräfte 


Hw H w Hw 
Pur = 7 di Pur = 7 d Ëmsaz 
2 Lo 4 


D 
Der Knotenpunkt / übernimmt von Pyr den Anteil Pz GC? ‚von Pır 
3 A 


den Anteil Pry 2 , oder insgesamt 


hti GES ? A 
H UNSERE 
i ay e neii e a ı ı03 


d 
CO E? 
„rn h 
(Ay + 22) (3 + 24) 
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Setzt man A Ra ZS ES i $ + ia = L; 
so erhält man 23. e 
P, =P Les ( ) 
und ebenso für die übrigen Knotenpunkte 
de Ai Agdı Ay ie 
= D sie = P=—, P,=P : 
RE EE A > 


Die außerordentlich einfache Gesetzmäßigkeit, mit welcher sich 
die Lastverteilung vollzieht, tritt deutlich in Erscheinung. Ihre Über- 
einstimmung mit dem Hebelgesetz, sobald eine der Größen 24, As, Ay, Zu 
gleich Null wird und die Last unmittelbar in einem Punkte der Netz- 
linien angreift, ist ohne weiteres zu erkennen. 


B. Das Radialgewebe. 


Das Gewebe mit rechteckigen Maschen ist für die Untersuchung 
kreisförmiger Platten wenig geeignet, weil die Knotenpunkte nicht 
symmetrisch zur Umdrehungsachse verteilt und die Drähte nicht durch- 
weg senkrecht zum Plattenrand gerichtet sind. 

Der Gestalt der Platte paßt sich am besten das Radial- oder 
Spinnengewebe an. Es besteht aus einem Büschel strahlenförmig 

verteilter Drähte, die miteinander 

durch konzentrische Ringe ver- 
bunden werden (Abb.4a). Die 

Drähte des Büschels mögen Ra- 

dialdrähte, diejenigen der 

Ringschar Ringdrähte genannt 

werden. 

Ich setze voraus, daß die Ra- 
dialdrähte im ganzen Gewebe den 
gleichen Zentriwinkel Ap mit- 
einander schließen und daß die 
Ringe in gleichen Abständen Ar 
angeordnet sind. Hiermit ist 
die Grundrißgestalt des Gewebes 

> festgelegt; um die Wölbung im 

Aufrißß zu bestimmen, ist noch 
für jeden Punkt mit den Polarkoordinaten r und die Ordinate w in 
der Richtung der +z-Achse zu ermitteln (Abb. 8). 

Im Knotenpunkt k kreuzen sich die Drähte R;, RB, Rm, Rı: der 
jeweilige Neigungswinkel gegen die Grundrißebene sei der Reihe nach 
mit ©, W Om: On bezeichnet. Die zugehörigen Spannkräfte mögen 
den Gleichungen 
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A 
R; = & (2r — d r)sin — . SEC Or, 


Jo 
Rı=S,2r+Jr)sin Se seou, ` (37) 


Ru = 8 AY Ee Ga 
Rn = S, Ar- See, 


folgen: unter S, ist eine als Vergleichsmaß dienende Einheitsspannung 
zu verstehen. 

Ich zerlege jede Größe R in eine in die Grundrißebene fallende Teil- 
kraft R’ = R-cosw und in eine, der +w-Achse parallel gerichtete 
Teilkraft R” = R- sinw. 

Für die erste Gruppe von Teilkräften gelten die Gleichgewichts- 
bedingungen: dg 
(Ri DE Ri) eg (Rm -+ Ra) sin ER =0, 


4 
(R, — Rp) cos $ = 0. 


Man kann sich leicht überzeugen, daß diese beiden Gleichungen durch 
die Größen R der Gleichungsgruppe (37) von vornherein befriedigt sind. 

Die Teilkräfte R” müssen im Verein mit der im Punkte k angreifen- 
den und in Richtung der +w-Achse wirkenden Last Pz die dritte Gleich- 
gewichtsbedingung 


erfüllen. (Ri — Ri) + (Ra — Rn) + Ps (38) 
Bedenkt man, daß der Last P} die Belastungsfläche a b c d mit dem 


Flächeninhalt 2r 4r sin ES cos T entspricht und setzt man daher 


A 
Dr ses Znr A EH 
so geht die Gleichung (38) im Einklang mit den Werten R der Gleichungs- 
gruppe (37) über in: 


d 
2r S,(tangw; — tang w;) sin = + S, Ar(tango; + tango;) sin ie 


3 
E 


Jo 
+ S, Ar(tangw, — tango,) +2 pr Arsin 5 cos — =Q. 


„Hieraus folgt auch: 
d d 1 A 
ee? (tangw; — tang w;) sec SN + 27 (tangow; + tangı;) sec SC 


tang n — tang Om p 
Baia. ` Dee i aa. S — = 0 ä 
r Ae A 2E + EP 
2rsin ES cos 
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Es ist nun 


W, — Wr uw, — Wi 
tango; = "Je » tango; = — EE 
Ar sec — Ar sec 
Ar sec 3 5 
Wa WE Wr — W. 
tang, = de ’ Longo, = — E T 
2r tang —- 2rtang — 


und daher: 


(w — w) — (wr Set w;) l (w — W;) (Wai — wr) GE (Wwy GE Wm) D 


+ Fr + P 2 + = 0 
(Ar)? r 24r (27 sin =) Sı 
2 
Führt man im ähnlichen Sinne wie im vorigen Abschnitt die partiellen 
Differenzen w— wi Lasch, 
2 Ar Ar ’ 
(wı SS wr) SS? (w; — wi) > Los), 
(o (dr)? ’ 
(Wn Spam Wwy) Se (wr zug Wr) ea (u). 
a up FR deu 
(2 rsin =) (2 r sin 22) 
ein, so lautet die allgemeine Gleichgewichtsgleichung des Spinngewebes 
(Lu), , 1 (dw), 1 Su. P 
Ar? ër Ar ij gi A T B en) 
2sin u. 


Im Mittelpunkt der Platte (Abb. 9) kreuzen sich n Drähte R; mit 
der Spannkraft 


A 
R; = — S, Ar sin ` sec oi, 
Sie liefern eine nach aufwärts 
gerichtete Mittelkraft 
X Ri = Y Risinow; 


AP 
= — S, Ar sin = 23 > tango; 


L siin len ES w), 


welche mit der Mittelpunktsbelastung 


Ar? 
P= np ( Si sin SS cos = 
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im Gleichgewicht sein muß. Es ist also: 
ian 
Ar\? 
8 > (wr — wi) aal =0, 
i=1 E 
1 i=n p 
RER (w; — w) = — FA (39a) 
rer"? 


Durch die Gleichungen (39) und (39a) ist nunmehr die Wölbung des 
Spinngewebes vollständig bestimmt. 

Läßt man in der Grundgleichung Ar und Joe unendlich klein 
werden, so verwandelt sie sich in die bekannte Differentialgleichung 
der elastischen Haut 
CW Ciel SC: (40) 
Hiermit ist die unmittelbare Verwandtschaft zwischen Spinnengewebe 
und elastischer Haut erwiesen. 

Die Gleichung der elastischen Fläche der Platten lautet in Polar- 
koordinaten 

r ng ng 

(= +: tad ĉ IS 
9r: "rr ër vg Ge 


riie. m 
r SZ 


ôr? EI ĉ g? N 
Setzt man ER o DER 
ê? E 1 oc 1 ay 
= = 2 
DEE Hm ôg? aut > 


so ergibt sich auch 


CA 1 ôM 1 eu 
Er CR ebe d Gent 
Diese Gleichung deckt sich mit der Gewebegleichung vollkommen, und 
es ist wieder A. wes H. w 
eg Cé KC E 


Ebenso erhält man aus der Gegenüberstellung der Gleichung (42) mit 
der zweiten Differenzengleichung 


Sai I (Az) I _ Sa Wr M, 
dr? er Ar TH dpi 5 55 (44) 
(2 sin =) 5 
die zweite Verknüpfung j 
= Si 8,2; 
= 


Wie beim Gewebe mit rechtwinkligen Maschen ist somit die Be- 
rechnung der Formänderung der elastischen Platte auf die aufeinander- 
folgenden Lösungen der Differenzengleichungen der w- und z-Werte 
zurückgeführt. 
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Zur Bestimmung der Momente der Biegungsspannungen in radialer 
und tangentialer Richtung sowie der Drillungsmomente dienen die 


Formeln HE 1/1 än 1 ër 
rt za 
[ia Lët. il ar] 
ee E a së Zo m er)!’ (45) 
m—1 ĉ fl a 
em 2 (1 
d m är\r Co 


Um die partiellen Differentialquotienten durch Differenzen aus- 
drücken zu können, sei wie früher die elastische Fläche im Bereiche 
des Punkthaufens ?, k, l, m, n, 0, p, q, r (Abb. 8) durch die Schmie- 
gungsfläche 

SS, 
4Nz,(Ar- Ip)? 

ER (p — Pr) (p F En) SE 22; Io Ka Pn) (p = On) Ss Zu (p sea On) (p aoi Pr)] 


ersetzt. Aus dieser Gleichung leite ich für den Punkt r;, ¢ die Werte 


oa [Bi (r — rx) (r—ri) —2 zr ln) (r —ri) +z (r—ri) (r— r] 


Ar ôi SS, > 
N DS? (4 r}? (2 Zk et zı) H 
elt BE TER 
Eu Indem a, 
L ĝt SiS 
N — 12-092 —2 
N 72 Zoch Aldo Zk Zm Ws 
d Cl 5) - S1 S 2dr Z — ži 
N len Ber. H 
ôr K Co Ans Jr Jo e Al fk ze 
ale | 
An drig atakta T len — zn) 
ab und erhalte sodann: 
_ISf, ler i— 2) Ar Vi 
drl? Zy — 2i mz += r, 3 FR Am |}; 
SZ E | Ar ) 1 
De ca ne ERBE ge + 
= tdr 7 2 rdg (2 zt ~m Za) + m (2 Ki Ki al, (46) 
EE, Ze 1 8,8, 
ken "as Ber de 4r,dp Ar Ar (Zp + 2) — (zo + z) dE SCH > ` 


Für die Scherkräfte in radialen und tangentialen Flächenelementen 
ergibt sich ebenso aus den Formeln 
ôM 
Or " S 


ôM 
dë 


1 
v, = SS 
r 
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in Übereinstimmung mit der Gleichung M = S; w: 


sS 

Kë CES (w 
Sı 

Weken 


(w 


— wi), 


nT Wm) . 


Ist die Belastung symmetrisch um die Drehachse der Platte verteilt, 


so lauten die Grundgleichungen 


[FE ,1a), ) 
gr. 
2M 1dM 
p er 
weni LE), 
m r dr | (48) 
ne 12i) 
r dr m dre?’ 
t =0, 
u 
d dr " 
fr =Q. | 


An Stelle des Gewebes treten nunmehr Seilecke, deren Ordinaten 
w und z die Bedingungen 


w — 2w tw, l1w-w _Pp 
Ar: r, 2dr Ss,” 
5 (49) 
a en 
dr Ty 2dr Sg 
erfüllen. Der Spannungszustand ist schließlich durch die Formeln 
Ale 1 a 
En (22: Ka, a ap 
Së. [Ar 4 —z L 5 
& = Un: = - 5 + Së Ana a}, (50) 
Dr es Ee (wi — wi) | 
2dr J 
beschrieben. 


C. Das Gewebe mit dreieckigen Maschen. 


Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, daß es möglich ist, die 
elastische Haut durch ein Gewebe mit rechtwinkligen Maschen oder 
durch ein Radialgewebe abzubilden: Die Wahl der Gewebeart entsprach 
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hierbei den Eigenschaften des für die Darstellung der elastischen Fläche 
benutzten Koordinatensystems. 

Kennzeichnend für beide Gewebe ist die Zerlegung der elastischen 
Haut in viereckige Streifen, deren Randspannungen durch die Spann- 
kräfte von vier Drähten ersetzt werden, die sich in einem Knotenpunkt 
kreuzen. Gibt man den Streifen eine andere Gestalt, so müssen sich die 
Anzahl und die Lage der Drähte, deren Spannkräfte die Randspannungen 
vertreten sollen, und mithin auch die Gewebeform ändern. 

Es ist von vornherein einleuchtend, daß unter den verschiedenen 
Möglichkeiten der Streifenzerlegung und der Gewebebildung diejenige 
den Vorzug verdient, die in der Gestalt der Maschen eine geometrische 
Verwandtschaft mit der Umgrenzung der elastischen Haut erkennen 
läßt. Die Verknüpfung zwischen Gewebeart und Gestalt der Haut ist 
bei gleichschenkligen Drei-, Vier- und Sechsecken besonders einfach. 
Wie die Abb. 4b und 10 zeigen, gelangt man durch Zerlegung der Haut 
in Sechsecke zu einem Gewebe, das in jedem Knotenpunkt sechs Drähte 
vereinigt und hexagonales Gewebe genannt werden möget). 


Ss 


Die großen Vorteile, welche die Anwendung dieses Gewebes auf die 
Berechnung dreieckförmiger Platten bietet, lassen eine kurze Unter- 
suchung seiner statischen Eigenschaften zweckmäßig erscheinen. 
Bezeichnet man nach Abb.11 mit 

Ae" die Maschenweite in Richtung 

der x-Achse; 

2y: die Maschenweite in Richtung 

der y-Achse; 

Zo: den Winkel, den zwei benach- 
barte, gleich lange Netzlinien 
miteinander bilden; 

wp: die in Richtung der z-Achse 

gemessene Ordinate des Kno- 
tenpunktes k des Gewebes; 

Abb. 1l. wn: den Neigungswinkel des nte” 
Drahtes gegen die x-,y-Ebene, 


f 1) Die eigenartige Gliederung der sechseckigen Streifen erinnert an die Ver- 
teilung der Zellen von Bienenwaben: das hexagonale Gewebe könnte daher auch 
mit Recht als Bienengewebe bezeichnet werden. 


Abb. 10. 


( 
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so können die Spannkräfte Ri, R,, Rp, Rı, R,, R,, der sechs sich im 
Knotenpunkt % kreuzenden Drähte durch die Gleichungen 


R; = S, (A, — 4 ),tang &) sec w; , 
R, = S 4 4,seca - sec w, , 

R, = S; $ ssec æ -seco,, 

Rı = 8, (2y — $ stong a) sec w, 
R, = S, $ Åz sec & - sec w, , 

R, = Sı }4,sec& - sec wg 


dargestellt werden. Zerlegt man wie früher jedes R in die Teilkräfte 
R = R-cosw und R” = R-sinw, so müssen letztere den Gleich- 
gewichtsbedingungen 


(Ri — RI) + ILR — Rp) + (Ri — R)lsina = 0, 
[(R; + Rp) — (R, + Bega = 0, 
(Ri — RY) + (R7 — Ro) + (Ry — R) + Pe D 


genügen. Unter P+ ist hierbei wie früher die Belastung des Knoten- 
punktes k zu verstehen. 


Die beiden ersten Bedingungen werden von den Werten R der 


Gleichungsgruppe (51) von vornherein befriedigt. Aus der dritten folgt 
aber, wenn Pr = p4,4, gesetzt wird: 


` 


hy 


— 5 Lieng æ) (tang w; — tang oc) 


+ SI? sec a [(tangw, — tangw,) + (tang wp — tangw,)] + $ Ae Aa =D, 


1 
T — z tng a) (w, — 2w} + w;) 


+ tanga [(w, — 2w; + wo) + (Wp — 2w + w)] + ZS Ah web, 
H 


(wı — 2w; + wi) 


(1 — tang’ a) 3 
hz 


(52) 
+ zg lo 2 we + wo) + (Wp — 2w: + w)].+ di 


Hiermit ist die Bestimmungsgleichung der w-Ordinaten gewonnen. Die 
zugehörige Gleichung der z-Ördinaten lautet: 


(zı — 2z; + 2) 


(l — tang? al - 


Ar 


(53) 
1 q 

+ 22 [e — Za + zo) + Ba all te =. 
weie "| 
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Bilden die Maschen gleichseitige Dreiecke von der Seitenlänge A, 
so nimmt die Gewebegleichung die einfache Form: 
2 ph? 
Ew — y (Wi + Wi + Wo + Wp T Wg tw re 
2 » 0» 64) 
42, — g Ci + z + Zo + Zp tat) “u rr age: 


Aus den w- und z-Werten lassen sich wie früher die Momentensumme 
M = w S, und die elastische Verschiebung ¢ = Bä ableiten. 


Entsprechend der Eigenart des Gewebes erscheint es naheliegend, 
die Biegungsspannungen nicht in Richtung der Koordinatenachsen, 
sondern in Richtung der in jedem Knotenpunkte sich kreuzenden Drähte 
zu verfolgen. 

Hierzu benutze ich die für jedes rechtwinkliges &-, 7-Kreuz geltenden 


Beziehungen: M=-—N P z SCH i 
CET Zut 
S 7 E (ar TA: =: ee — (u 4N a 
s= -r(t Es) Se 2 
(nie 


und erhalte im Einklang mit nachstehender Abb. 12: 


m— l (2 zg — Zp — Zg) 1 
Sik = A, 2 Usec af "kung, 
m— l (2 2, — Zi — 21) 1 
a = —— I rn : 55 
S2% e? 13 E Lë Ki Wr, (55) 
m—|1 (2 Z — Zo — 2,) l 
= -— yo Kë EE get 
be e EEN (A, sec œ)? Ve, 


Für die lotrechten Scherkräfte in Flächenelementen senkrecht zu 
den Netzlinien ergibt sich ganz entsprechend: 


_IM g Wp 


ôs WENN 

ôM (w, — wi) 
Dat = ds, zs Ei n 37, u" (56) 
v. _ ôM ` (w, — we) 
SE Bs, 7er 
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Zur Bestimmung des Drillungsmomentes der wagrechten Schub- 
Spannungen in Flächenelementen senkrecht zur æ- oder zur y-Achse 
dient schließlich wie beim Gewebe mit recht- 
eckigen Maschen die Gleichung 


Die vorstehenden Formeln sind so einfach 
aufgebaut, daß die wenigen Gewebeordinaten Abb. 12. 
genügen, um den Spannungszustand an jeder 
Stelle zu beschreiben; es ist also bei dem hexagonalen Gewebe, trotz der 
größeren Anzahl der sich in einem Knotenpunkt kreuzenden Drähte, 
ebenso leicht wie bei den anderen Gewebearten, ein vollständiges Abbild 
der Formänderung und Beanspruchung der Platte zu gewinnen. 


$ 4. Die Anstrengung der Platten. 


Um die Anstrengung der Platte beurteilen zu können, genügt es 
nicht, die Spannungsmomente Sz, Sy, iz, für jeden Punkt x, y der Mittel- 
fläche zu errechnen. Es müssen auch die Lage der Querschnitte, in 
denen die Hauptformänderungen und Beanspruchungen entstehen, und 
die Größe der letzteren bestimmt werden. 

Es ist aus der Festigkeitslehre bekannt, daß die Biegungsmomente 
ihren höchsten bzw. niedrigsten Wert 


Se La gar: gp pm KA 
aux weg Ce Zen + = Y Lë — $y)? + 4, (58) 
in den Stellen erreichen, in welchen das Verdrehungsmoment ¿ ver- 
schwindet; der Neigungswinkel & der fraglichen Querschnitte gegen die 


X-Z-Ebene wird durch die Gleichung 


St d 
tanga = ——— (59) 
festgelegt. “2% 
Der Größtwert des Drillungsmomentes 
tete + Al, (60) 


wird hingegen in einem der winkelhalbierenden Schnitte der Haupt- 
biegungsmomente erreicht. 

Für einen Baustoff, der dem Hookeschen Gesetz folgt, lassen sich 
auf Grund der Gleichungen (3), (5) und (8) aus den Spannungsmomenten 
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unmittelbar die größten am unteren bzw. am oberen Rande der Platte 
auftretenden Spannungen 


68 65, 6£ 
j ed 2 m’ wet 


Pad 


Ge = + A3 > 


ableiten. 
Den Hauptbiegungsmomenten entsprechen die Hauptspannungen 


= Dë = lie sy) ) + Vis, — sy)? ?+4%,] : 
ns (61) 
Gë, _ 3 re 

o= Ese lead Vet]. 


Sind für ein Plattenelement die spezifischen Dehnungen und Schie- 
bungen 


Et zt D ET 
m Sg Ras Zug BER " Ze dry 
bekannt, so läßt sich der Wert der Hauptdehnungen mit Hilfe der Formel 
late) + Ne + Ezy] (62) 
bestimmen. mia 
Für die Oberflächenschichten der Platte gilt insbesondere die Glei- 
chung 
er Es ( 027 eh ( rb i 
Dee (& tyt y Je Fl T kreeg 
oder wenn 
OC L m? l 12 
-Ser aale a) + ge al, 
CSC l m? L 12 
ap N m ER se) TS H DE 
0° 1 12 1 
BE. Be SC Luz + 3 AT bay 
xy N m—l Eh m 


gesetzt wird: 
— 1l m 
E em = +, SIE Sy) = ! +1 


m m 


Vie, — s)? + e, . (63) 


Die linke Seite dieser Gleichung stellt die reduzierten Haupt- 
spannungen, nämlich diejenigen Spannungen, welche in einem Stab 
bei einfacher Zug- oder Druckbeanspruchung die Dehnungen Emax 
hervorbringen würden, dar. 

Um den Unterschied zwischen den tatsächlichen und den reduzierten 
Hauptspannungen zu beleuchten, mögen zwei Grenzfälle in Betracht 
gezogen werden. 


Die Anstrengung der Platten. 33 


Es sei zuerst: 
Sz = Sy =S, ess D. 


Dann ist nach Gleichung (61) und (63): 


6 6 m— l Dais m 
Omax = "ef: Oired) maxs = 755° > ale = mern. na 
t h? m Oui max m— l1 
Ist hingegen 
ër = 8& = 0 lsg = Ë 
so werden a ë i d 
e Di 6t 
= —- O, in - 
max | A8 DH min h , 
S $ 6t m + l Omas m 
PR EE E em —, 
Te "e m Gite m+1 
Für 
m= 20, 4, 6, i: oo 
ist im ersten Falle 
o 
—=_=-323)0, LSS 22, LIE =, 1,0; 
£ 7 Gired) max 
im zweiten: 
6 S 
———= = 0,667, 08, 087, 0889... 10. 
Ouren max 


Die Größen der beiden Spannungsarten weichen, wie man sieht, 
um so mehr voneinander ab, je kleiner die Poissonsche Ziffer ist. 

Ihre Verteilung kann auch beim gleichen Belastungszustand durch- 
aus verschieden sein. Bei einer quadratischen, freiaufliegenden, gleich- 
mäßig belasteten Platte nehmen beispielsweise in den Diagonalquer- 
schnitten, wenn man von den Ecken nach dem Mittelpunkt fortschreitet, 
die wirklichen Spannungen zu, die reduzierten dagegen ab. 

Nur wenn m = œ wird, stimmen Größe und Richtung bei beiden 
Spannungsarten überein. 

Wenn man nicht von vornherein annehmen will, daß dieser Grenz- 
fall tatsächlich vor dem Bruch eintritt, so muß entschieden werden, 
ob für die Querschnittsbemessung die tatsächliche oder die reduzierte 
Hauptspannung ausschlaggebend sein soll. 

Nach der Mohrschen Hypothese ist die größte Schubspannung als 
Maßstab für die Anstrengung der Platte zu betrachten. Diese Span- 
nung Tmax ist gleich dem halben Unterschied zwischen den algebraisch 
größten und kleinsten der drei Hauptspannungen, welche den Span- 
nungszustand an einer Stelle bestimmen. Am meisten gefährdet sind 
also diejenigen Oberflächenschichten der Platte, die den größten Span- 
nungsunterschied aufweisen. 

Unter den drei Hauptspannungen ist die eine, nämlich die Normal- 
spannung 0, = 0 oder kann, da sie höchstens den Wert der Pressung p 
erreicht, neben o und o, gleich Null angesetzt werden. 

Marcus, Platten. 3 
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Haben o und o, das gleiche Vorzeichen, so ist die größte der beiden 


(Omas) maßgebend. 
Der zugehörige Grenzwert der Schubspannung ist 


Imax + Ge 3 TEE TEE EEE 
taas ee ggr e+ e + Vez — s)? F Eta] 


Bei verschiedenen Vorzeichen von o, und o, wird hingegen 


0, — Og ege 
Tmas = SE Ir 72 Vis, GE Sy) + Käch H 
Ist beispielsweise guys, eb, 
so ergibt sich 68 5 
8 (ous SS Ou = da 12 Fr lan 
während im Falle 
Sz = — Sy = S, Lou = 0, 
6s 
Omax = Di = — 0; = pa = Ir, 
min 1 


sein würde. Bei gleicher Schubfestigkeit taa würde also das Bruch- 
moment s im ersten Falle zweimal so hoch wie im zweiten sein. Nimmt 
man aber auf Grund der älteren Bruchtheorie an, daß lediglich die 
größte Dehnung oder die größte reduzierte Spannung für die Anstren- 
gung der Platte ausschlaggebend ist, so wird im ersten Falle: 


6 m— l1 m h? 
Cire) max = KC We ap H oder = m SE I E ER * Oired) max > 
im zweiten: e 
6 m+l m Ai 
Deg max — A3 KE eg m "Ze oder s= m ER 1 g g s Orea) max — 


Bei gleicher Dehnungsfähigkeit, d. h. bei gleichem Werte Ogea) max 
werden sich mithin die Werte der beiden Bruchmomente wie (m + 1) 
zu (m — 1) verhalten; im Grenzfall m = oo stimmen sie vollkommen 
miteinander überein. 

Aus diesem Vergleich erkennt man, daß die beiden Hypothesen über 
die Bruchentstehung zu Ergebnissen führen, die bei kleinen Zahlen m 
wesentlich voneinander abweichen können. Für die Beurteilung der 
Tragfähigkeit einer Platte, für die Wirtschaftlichkeit ihrer Querschnitts- 
bemessung ist eine einwandfreie Abschätzung der Bruchgefahr unerläß- 
lich, undes ist daher dringend notwendig, die Brauchbarkeit und Richtig- 
keit der Bruchtheorien eingehend zu prüfen. 

Die bisher vorliegenden Versuchsergebnisse haben die Gültigkeit 
der Mohrschen Hypothesen für bildsame und auch teilweise für spröde 
Baustoffe, wenigstens soweit Druckspannungen als Hauptspannungen 
in Betracht kommen, bestätigt. Wenn hingegen die Hauptspannungen 
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Zugspannungen sind, ist es zumindest fraglich, ob nicht die Hypothesen 
der größten Dehnung als Bruchursache mit den Versuchen besser in 
Einklang zu bringen ist!). 

Die Beurteilung der Anstrengung ist bei Platten aus Beton oder 
aus Eisenbeton aus dem Grunde besonders schwierig, weil die für die 
Bestimmung der Hauptdehnungen maßgebenden Elastizitätsziffern E 
und m nicht allein von der Größe, sondern auch von der Art der Haupt- 
spannungen abhängig sind. 

Während E sowohl bei Zug- als bei Druckbeanspruchungen mit 
wachsenden Spannungen abnimmt, ist beim Beton wie beim Gußeisen?) 
eine Abnahme von m bei Druck- und eine Zunahme bei Zugbeanspru- 
chungen zu verzeichnen. Das Verhältnis zwischen wirklichen und redu- 
zierten Spannungen ist daher, je nachdem Druck- oder Zugbeanspru- 
chungen in Frage kommen, verschieden. 

Ist beispielsweise die Anstrengung eines Balkens durch die Größen 


Ou = ky, Ga = Ga = 0 
Emas — E ky = Ep 
und diejenige einer Platte gleicher Steifigkeit durch die Werte 
mu = da = kp, 63 = 
m— l ky 
Chs KN Dë m E 


gekennzeichnet, so zeigen die Versuche, daß, sowohl kp = kp als auch 
& = £p ist, wenn G, und o, Zugspannungen sind; es müßte in diesem 
Falle vor dem Bruche m = oo sein. Bei schwach bewehrten Platten, 
die durch Überwindung der Zugfestigkeit oder durch Überschreitung 
der Streckgrenze des Eisens zu Bruche gehen, ist daher die größte wirk- 
liche ebenso wie die reduzierte Hauptspannung für die Bruchgefahr 
maßgebend. Sind aber o, und o, Druckspannungen, so müßte nach 
der Mohrschen Theorie wiederum kp = kp, jedoch £p < & sein. Aus 

1) Der Leser findet einen ausführlichen Bericht über die Ergebnisse der Platten- 
versuche in $5 der Abhandlung des Verfassers über „die Theorie elastischer Ge- 
webe und ihre Anwendung auf die Berechnung elastischer Platten“ in „‚Armierter 
Beton“ 1919, H. 10 u. 11. Die neuen Versuche von Nadai sind in seinem Vortrag 
über „die Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestätigung‘ 
(Z. ang. Math. Mech. 1922, H. 5) besprochen. u 

2) Vgl. den Aufsatz von Meyer, E. und W. Pinegin: Über einen Apparat 
zur unmittelbaren Bestimmung der Querdehnung nebst Versuchsergebnissen am 
Gußeisen, in Dingler 1908, H. 19, S. 292. — Ausführliche Angaben über das Ver- 
hältnis von Längs- und Querdehnungen bei Eisenbetonsäulen befinden sich in 
den Versuchsberichten von Rudeloff in H. 5 u. 21 der Veröffentlichungen 
des Deutschen Ausschusses für Eisenbeton. 

3* 
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den Bachschen Versuchen!) läßt sich indes nachweisen, daß £p = & 
ist; nimmt man im Sinne der alten Bruchtheorie an, daß zumindest 
= & sein soll, so wird dann, wenn nicht m = œ ist, 


E 
Zu 


m 
= gé Es Es, = ky 


sein müssen. Der Unterschied zwischen der Druckfestigkeit kp der 
Platte und der Druckfestigkeit k, des Balkens wird um so höher, je 
kleiner m ist und je stärker die Querdehnung behindert wird. 

Um bei Platten, welche mit einer kräftigen Bewehrung versehen sind 
und durch Erschöpfung der Druckfestigkeit zerstört werden sollen, die 
Bruchgefahr zu beurteilen, ist also auch die richtige Einschätzung der 
Poissonschen Ziffer notwendig. Da die vorliegenden Versuchsergeb- 
nisse nicht ausreichen, um die Größe dieser Ziffer unmittelbar vor dem 
Bruch festzustellen. und da gerade die eigentliche Wirksamkeit der 
Platte in der Zahl m zum Ausdruck kommt, hat der Verfasser die An- 
regung gegeben, durch Messung der Krümmung bei Platten, welche auf 
reine Biegung durch verschiedene Kräftepaare s, und s, beansprucht 
werden, die Poissonsche Ziffer für verschiedene Spannungsstufen zu 
bestimmen. Die fraglichen Versuche sind inzwischen in Angriff ge- 
nommen worden und werden hoffentlich die gewünschte Klärung 
herbeiführen). 

Obgleich die Ergebnisse der Bachschen Versuche die Vermutung 
rechtfertigen, daß unmittelbar vor dem Bruch die Zahl »n nicht allein 
vor der Grenze m = oo weit entfernt ist, sondern eher den niedrigsten 
Werten m = 5 bis m = 2 zustrebt, und daß weiterhin in Übereinstim- 
mung mit der alten Bruchtheorie die Plattenfestigkeit kp höher als die 
Balkenfestigkeit kp sein muß, dürfte es vorerst richtiger sein, die für den 
ungünstigsten Fall m = œœ errechneten Grenzwerte der Hauptbiegungs- 
momente als maßgebend für die Anstrengung der Platte und somit auch 


1) Vgl. v. Bach, C.: Versuche mit allseitig aufliegenden, quadratischen und 
rechteckigen Eisenbetonplatten. Berlin: W. Ernst u. Sohn 1915. In dem Ver- 
suchsbericht sind die lotrechten Verschiebungen z für ein Netz von Punkten an- 
gegeben. Die aus den gemessenen Werten z errechneten zweiten Differenzen 
Liz, (4%), stellen die Krümmung der Platte dar und geben einen Anhalt über die 
Größe der entsprechenden Dehnungen. — Ich habe für Platten und Balken von 
gleicher Steifigkeit, aber verschiedenen Längenverhältnissen, diese zweiten Diffe- 
renzen ermittelt, die zugehörigen Dehnungen verglichen und hierbei festgestellt, 
daß die Platten durchweg stärkere Formänderungen als die entsprechenden 
Balken erfahren haben. 

2) Die in meiner Abhandlung (in „Armierter Beton“ 1919, H. 11) vorgeschla- 
genen Versuche werden mit Hilfe einer vom Verfasser entworfenen Versuchsvor- 
richtung im Auftrage des Deutschen Ausschusses für Eisenbeton in der Prüfungs- 
anstalt der Dresdner Hochschule ausgeführt. 
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für ihre Querschnittsbemessung zu betrachten. Schreibt man zur 


Abkürzung 
CH F CH Se aa z 
DÄ Fe EE BE A EE DE" SE, 
ex? ei ey? n3 " Coen en 


so stellen die Größen sy, Sy, tz, die Momente sowohl der wirklichen als 
auch der reduzierten Spannungen im Grenzfall m = œ dar. Die zu- 
gehörigen Grenzwerte sind: 
Smax ES $ IG + DN + Wsz I Sy)? + 4 (al? ° 

Es sei schließlich bemerkt, daß es ein wesentlicher Unterschied für 
die Anstrengung der Platte ist, ob die größten Spannungsmomente nur 
auf einem ganz schmalen oder auf einem ausgedehnteren Bereiche ver- 
teilt sind. Die Versuche zeigen, daß eine starke Vermehrung der Be- 
anspruchung, wenn sie örtlich begrenzt ist, durchaus nicht die Erschöp- 
fung der Tragfähigkeit zur Folge haben muß: der Bruch tritt erst dann 
ein, wenn zugleich die Widerstandsfähigkeit der benachbarten Stellen 
überwunden ist. Für die Querschnittsbemessung haben daher, selbst 
wenn Einzellasten in Frage kommen, nicht ausschließlich die jeweiligen 
Höchstwerte, sondern auch die Durchschnittswerte der Spannungs- 
momente in der nächsten Umgebung der gefährdeten Stellen eine er- 
hebliche Bedeutung. 


II. Die Randbedingungen der ringsum frei 
aufliegenden Platte. 


$ 5. Die Randbedingungen der elastischen Fläche. 


Die in Abb. 13 dargestellte Platte ist an ihren Rändern frei beweg- 
lich aufgelagert. Ich setze voraus, daß ihre Kanten so wenig über die 
Stützpunkte hinausragen, daß man Rand- 
und Auflagerlinie als zusammenfallend 
ansehen darf. Die elastische Fläche muß 
zunächst für jeden Randpunkt k die Be- 


N SE d 


erfüllen. Da außerdem die Randflächen 
frei von Biegungsspannungen sein sollen, 
so müssen die Spannungsmomente su, Abb. 13. 

deren Drehachse die Randfläche berührt, 

verschwinden. Ist die Randfläche in einem auch nur begrenzten Be- 
reich eben und bezeichnet man mit dv und du ein unendlich kleines 
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Längenelement der Randlinie und der zugehörigen Normale, so lautet 
die zweite Randbedingung 


= NS E —)=0. (b) 


cu? m cv 


Beachtet man, daß bereits entsprechend der ersten Bedingungs- 
gleichung DE 


k emm 
ð ` e (o) 
sein muß, so folgt an 
a E (a) 
ðu? 


und weiterhin 


ô? ty a] Ce 
ðt Ve 
Hieraus erkennt man, daß das erste Gewebe überall am Rande die 
Ordinate w; = 0 aufweist, also ebenfalls auf einer festen Unterlage auf- 
ruhen muß. 
Die Gleichungen (c) und (d) fordern, daß beim zweiten Gewebe die 
Ordinaten der Punkte i,Z und m,n, die vom Randpunkt k um 4, 


bzw. 2, abstehen, die Bedingungen 
er? er ZB, (zi— 22r + 2) BW ee u Kı Sa (m — 22:— Sal =Ü 
Za AN iu g Ca N Fid 


erfüllen. Da für den gestützten Rand ohnehin 


M; = Kı Wr = SUN 


Zm = Zk = Sun = 0 
sein muß, so ergibt sich PEO um 


Die Gestalt des zweiten Gewebes ist also dadurch gekennzeichnet, 
daß die Randpunkte k die Ordinate za = 0 aufweisen und daß jedem 
Punkt ? innerhalb des Bandes mit der Ordinate z; ein Punkt i außerhalb 
des Randes mit der Ordinate 
zugeordnet ist. 

Aus den beiden Bedingungen (c) und (d) folgt auch: 

„= Al Pe za) =0. (8) 


duch m Ca 


Zi = är 


Die zur Randlinie parallel gerichteten Normalspannungen müssen 
somit am Rande ebenfalls verschwinden. 

Diese Bedingung wie auch die Gleichung M; = 0 gelten jedoch nur 
für Platten mit ebenen Randflächen. Sind die Randbegrenzungen ge- 
krümmte Flächen, so fallen zwar die radialen Biegungsmomente $u 
fort, die tangentialen Spannungsmomente s, und die zugehörigen 
Momente M bleiben aber bestehen, und da ihr Wert von vornherein 
nicht bekannt ist, so sind die Randordinaten des ersten Gewebes statisch 
unbestimmte Größen. 
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Das Merkmal der statischen Bestimmtheit trifft also nur für Platten 
mit ebenen Begrenzungen zu. In den nachfolgenden Entwicklungen 
werden lediglich diese Platten in Betracht gezogen, während die Rand- 
bedingungen frei aufliegender Platten mit gekrümmten Rändern später 
bei der Behandlung der kreisförmigen Platten näher untersucht werden 
sollen. 


$ 6. Der Spannungsverlauf am Rande. 


Der Spannungszustand längs des Bandes ist durch die Scherkräfte vu 
und die Drillungsmomente t4, bestimmt. 

Die Scherkräfte v, wirken in den zur jeweiligen Randebene parallelen 
Flächenelementen: ihre Größe ist durch die Formel 

Vu =N = 
gegeben. ou 

Die Randdrillungsmomente werden durch die wagerechten Schub- 
spannungen 7,, gebildet, welche in der Randfläche selbst und in den 
zur Randfläche senkrecht stehenden Schnittflächen auftreten. 

Die Entstehung dieser Schubspannungen ist dadurch bedingt, daß 
der Winkel SE, um den sich die Mittelfiäche der Platte bei der Ver- 
biegung neigt, in zwei benachbarten Randschnitten verschieden ist: 
um die Stetigkeit der Formänderung 
aufrechtzuerhalten, müssen daher in 
den Berührungsflächen dieser beiden 
Abschnitte die inneren Widerstände Tyu 
wirken und diesen sind in der Rand- 
fläche selbst die Schubspannungen Tuv 
zugeordnet. 

Die auf einem Randelement ABCD 
von der Länge ôv und der Höhe A ver- 
teilten wagerechten Spannüngen Tuv 
bilden, wie die Abb. 14 zeigt, ein um 
die Normale zur Randfläche drehendes 
Kräftepaar t, = tuv’ Ôv. Schreitet man 
um ôv in Richtung der Randlinie fort, so erzeugen die Schubspan- 
nungen des nächsten Raumelementes ABEF ebenso ein Moment 


d 
t, = Bolt + - . ol a 


Bringt man zwei gleiche, aber entgegengerichtete, im Abstande ôv 
angreifende lotrechte Kräfte P, an dem Randelement ABCD an, so 
bilden sie ein Kräftepaar 4 = Pv. Soll die Gruppe P, in ihrer 
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Wirkung den Schubspannungen Tus gleichwertig bleiben, so mußt, =, 


also P, = tu 
sein. Ebenso kann für das zweite Element -4 BEF das Kräftepaar t, 
durch die Kraftgruppe k 


q FA han luv + Ob 
ersetzt werden. i 

Die in der gleichen Linie AB angreifenden Kräfte P, und P, geben 
eine nach aufwärts gerichtete Mittelkraft 


P, — P,= Otus 
Der auf die Längeneinheit des Randes bezogene Wert dieser Mittel- 
kraft ist = d 
v = amti pan Stur i (64) 
ev ôv 


Durch die bedeutsamen Untersuchungen von Kelvin und Tait ist 
es nun erwiesen, daß mit Ausnahme eines schmalen Streifens in der 


nächsten Umgebung des Randes der Spannungs- 
F 


Randwiderstände v, und tu» durch die gleichwertige 
Gruppe der Auflagerkräfte 


Ô tuv 


zustand der Platte nicht verändert wird, wenn die 
7 Ou = Vu -+ Vu = Du + Er (65) 


— 


ersetzt werden. 

Die von den M-Werten allein abhängigen Scher- 
kräfte v, können als die Hauptauflagerkräfte der 
Platte bezeichnet werden, während die von dem 


Drall EES abhängigen Größen v, die zusätzlichen 


Auflagerwiderstände darstellen. 

Die Bestimmung dieser Größen erfordert eine be- 
sondere Überlegung, wenn die Kurve der Drillungs- 
momente oder die Randbegrenzung der Platte Un- 
C stetigkeiten aufweisen. Sind i, und żą die Werte der 

Abb. 15. Drillungsmomente unmittelbar vor und hinter dem 

Wechsel (Abb. 15), so kann man sich den Übergang 

von £, auf ft, auf einer kurzen Strecke A allmählich vollzogen denken: 

die auf dieser Strecke verteilten Widerstände v, vereinigen sich dann 
zu einer Mittelkraft H 


SE fe 
o 


nn 


Ep du =t — h. 
Es tritt also in dem Bereiche 4 eine konzentrierte Kraft auf, deren 


Größe gleich dem Unterschied der Werte des Drillungsmomentes vor 
und hinter der Sprungstelle ist. 
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Bei rechtwinkligen Platten ist an den Ecken t, = —i, und daher 
C=2t, = —2t,. Die an den Ecken angreifende Einzellast ist somit 
doppelt so groß als das zugehörige Drillungsmoment. 

Die Versuche mit rechteckigen Platten haben in der Tat gezeigt, 
daß diese Auflagerkräfte vorhanden sein müssen, wenn die durch die 
Randdrillungsmomente bewirkte Krümmung der Plattenränder und 
das Abheben der Platte aus ihrer Unterlage verhindert werden sollen. 


1. Die Darstellung der Randwiderstände mit Hilfe 
des Gewebes bei rechteckigen Platten. 

Die Ableitung der Widerstände ®,, tu, a, aus der Randgestalt des 
Gewebes ist bei rechteckigen Platten besonders einfach. 

Ich lege das x-y-Achsenkreuz in die Plattenmitte und stelle die Drähte 
des rechtwinkligen Gewebes parallel zu den Randflächen (Abb. 16). 

Für einen Randpunkt k mit der Rand- 
belastung p lautet die Gleichgewichts- 
gleichung des ersten Gewebes 


Lac, = (Iwr), _Pk 


2 2 y 
oder da fy S, 
Zu — wi— w = Zug — Wm — Un LZ 
„2 D x 
FS Ay Ss, 


Da die Randwerte w; = Wm = un = 0 
sind, so folgt 


Pr” iz 
Lat Mier ee Ze 
1 


und weiterhin Abb. 16. 
Si I Re , 
(w, — wi) = Danz Pr İs = ZM + Inh. (66) 
Ae E) 


Beim zweiten Gewebe sind, wie vorhin nachgewiesen, den inneren 
Knotenpunkten r, l, p die äußeren Knotenpunkte q, i, o derart zu- 
geordnet, daß 


De = 51 


ist Ag = är: Z = — 2], e e 
ist. 
Für das a im Randpunkte k ergibt sich demgemäß 
—1 2 ZER 
tzy SS ES SS? [(zp + Zg) T ER + sl, 
m — i NA o. Mm — (&, — Gol 

Lu = — — = =. 67 
far TE E E -N St S 


Beim Endpunkt ist aber auch, wie Abb. 16 zeigt, 


Zr = —2p 
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ap 1 
und hieraus folgt!) we S, D m- ı NG 


= 2, = — 5. 67a 
bk m Bes "` moo ahy Ti 
Die Gleichung der zusätzlichen Auflagerkräfte 
e Mu 
Pu = Fy 
liefert für die zur -Achse senkrecht stehenden Randlinien: 
u ma __ nei? Ga 
"Om i m yry m Cor 
Die entsprechende Differenzengleichung lautet in Übereinstimmung 
mit Abb. 16 N WS OA a 
Men 32. [(4’2), — (4°zi)yl, 
und da (J’2), Br (4°2,), ` 
so erhält man schließlich die einfache Formel: 
m—1%,8, m — l SiS: A 
WË u, get a a AE am me = (22; — 2, — £ 6 
0% n an I a am). (6) 


2. Die Darstellung der Randwiderstände bei 
schiefwinkligen Platten. 

Die bisher abgeleiteten Beziehungen behalten auch bei schiefen 
Rändern ihre Gültigkeit, wenn man die Knotenpunktsbezeichnungen 
entsprechend der nebenstehenden 
Abb. 17 verteilt und A, 4, mit An, A, 
vertauscht. Es lassen sich in 
dieser Weise (an Stelle der früheren 
Größen Vz, Lou, vz) die in den zur 
Randebene parallelen Schnittflächen 
wirkenden Widerstände Vu, tuv, Uu 
ohne weiteres errechnen. 

Abb. 17. Um die zugehörigen Spannungen 

in den zur x- bzw. y-Achse senk- 

recht stehenden Flächen zu ermitteln, stehen die bekannten Gleich- 
gewichtsbedingungen 


Su COSA — lup SINA = Sy COSO + try Sina, 
Su SİNA + fup COSA = Sz sin& + Een COSA 


1) Die Gültigkeit dieser Formel ist an die Voraussetzung gebunden, daß die 
Maschenweite A verhältnismäßig klein ist. Da bei ringsum aufliegenden Platten 
die Ecken, wenn sie gegen Abheben gesichert sind, sich ebenso verhalten, als ob 
sie fest eingeklemmt wären, so wechselt die Krümmung der elastischen Fläche in der 
Nähe der Ecken ihr Vorzeichen: die Schmiegungsfläche des Gewebes kann sich 
nur dann an dieser Stelle mit der elastischen Fläche decken, wenn der Punkt p 
außerhalb des Bereiches der Wendepunkte liegt. 
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zur Verfügung. Unter & ist hierbei der Winkel, den das u-v-Achsen- 
kreuz mit dem x-y-Kreuz bildet, zu verstehen. 
Beachtet man noch, daß am Rande 


Su = ër zs U 
und mithin auch 
Sz F Sy = Su H S = 0 
sein muß, so erhält man 
Sz = + lus sin 2o, | 
Sy = — tus Sin 2o, ọ (69) 
trzy = + bu’ cos 2a. | 


Mit Hilfe dieser Formeln kann man, nachdem das Randdrillungs- 
moment tu» aus den Ordinaten des z-Gewebes bestimmt ist. die Span- 
nungsmomente Sz, Sy, tsy leicht errechnen. 


Es verdient hierbei hervorgehoben zu werden, N Z N A 
daß, während die Biegungsmomente Su, Sy am 
Rande verschwinden, die Momente sz, Sy im 5 . 

A 


allgemeinen nicht gleich Null werden. 

Die Gleichgewichtsbedingungen zwischen 
den lotrechten Scherkräften vz, Vy, Vu, %, welche an einem Platten- 
element mit dreieckförmigem Grundriß angreifen (Abb. 18), liefern 
die Beziehungen 


Abb. 18. 


v,dv—v,du+v,de=0, 
de + vdu — vsdy =0. 
Setzt man 
v=0, dv=desina =dycosa, 


so erhält man schließlich 
Vy = Vu COSO , V 


e (70) 
Du = —v sing. 


Hat man vy aus den Ordinaten des w-Gewebes ermittelt, so lassen sich 
auf Grund dieser Formeln vz, vy unmittelbar errechnen, und hiermit ist 
der Spannungszustand am Rande in allen Einzelheiten bestimmt. 


3. Die Darstellung der Randwiderstände mit Hilfe 
des hexagonalen Gewebes. 


Die Randgestalt des hexagonalen Gewebes zeigt Eigentümlichkeiten, 
die eine besondere Erörterung erfordern. 

Denkt man sich das Gewebe über die Randlinie r, %,o hinaus in 
der Richtung k,l und k, p verlängert und die Punkte į und a an den 
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Randpunkt % angeschlossen (Abb. 19), so gilt zunächst für die Ordi- 
naten w dieses Gewebeabschnittes die allgemeine Gleichgewichts- 


W, = Wr; = wW = 0 


SA ade (1 — tang? a) 
(w, + Wy) 
AE y 


Für die Randscherkräfte in den Richtungen k lund k p kom 
seits die Formeln 


Ze 
Zuse zc Mët Wi) = Vy COS Per, 
21, 


S, 


u; (wp — wy) = Vu COS Php 


Vap 


wi) 


gleichung 
pð 
(l ES tang? EA (m — Awe Two 
hy 
| 
F gg la, Ss 2 wr + Wo) 
ty 


EE EE 
»ı 


„ ët, so lautet die Randbedingung: 


men anderer- 


in Betracht. Unter gx: und Pzp sind die Winkel, welche die Strahlen 7% I 


und kp mit der Normale im Punkte % bilden, unter v, d 
in den Plattenelementen senkrecht zur Randnormale z 
Die vorstehenden Gleichungen liefern auch 


S, (w + wi) = 28, wı — 24, Vu COS Okia 


ie Scherkraft 
u verstehen. 


t D D A 
Si (Wp + Wg) = 2 S1 Wp — 2 fy SEC X Vu COS EE 


Führt man diese Werte in Gleichung (a) ein, so erhält man 


Ze (1 — tang?a) 


S 
(1 — tang?«) + — E — Vu een cos rz + nn 


Beachtet man noch, daß 


SER 
Prr = k, Pry =z 48 
ist, so ergibt sich: 
w, oss w p 
Vy = S E Des — Ag Cosa . 
s 17, cos& S A, Se 2° 


p 
SE + = OU. 


(71) 
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Für ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen (x = 30°) gewinnt man die 
einfache Formel 


S 
Vg zez ygt Wp) + Zi (72) 


Ersetzt man die tatsächliche Belastung p durch die elastischen Gewichte 


M ô 
P= y und ebenso die Scherkräfte v, durch die Neigungswinkel o, = SC 
so gelangt man durch ähnliche Entwicklungen zu folgender Beziehung 
zwischen den Randordinaten des z-Gewebes: 


an 


A cos2 g =) (b) 
l, cosa S Ay 

Die Randgestalt des Gewebes im Bereiche des Knotenpunktes k wird 
durch die Gleichung 


-D = | (v — v) (v — vr) 


z 
lo — Up) (V: — Vz) 
lu cos 2& KD je (w — alte, fëll | 
D T 2p wë 
D — v) (v — vp) "n — vz) (vp — v) 
beschrieben. Es ist leicht festzustellen, daß die durch diesen Ansatz 
bestimmte Schmiegungsfläche durch die Punkte p und l hindurchgeht, 


(c) 


a 


‚2 
längs des Bandes u=0 die Bedingungen z= Ge =Q erfüllt, im 


Me , Se) N o, 

Punkte % die richtige Neigung E a T 
v =v 

allen Anforderungen genügt, welche für die elastische Fläche im Bereiche 


des Punktes k in Betracht kommen. Setzt man 


aufweist und somit 


A H B 
= = cosa, = = 2sing, 
dr D 


so liefert der Ansatz für den Drall den Wert: 


| (2v — Vp — w) 

euöv ` Åu d — vp) (vr — gu 

R ia in?a) (2v — Vi — Vp) r CR, (d) 
Da aai (u, — v)) (Vr — Vp) Dis, — v) (Vp dv) 


Für den Randpunkt k erhält man insbesondere 


ô?z Ge SE Es 
SZ BS Ẹ (Ur — Vp) (u — vr) 
a-u p aa | 


Lo, — V) (Vr — Vp) P Cop — vr) (Up — v) ` 


+ (2,0082& Zp 2 sin? &) 
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Wie man aus der Abb. 19 erkennen kann, ist 
Up — Vp = Å, — 4,sin& = A,seca (1 — 2sin?a), 
v — ü = — ising = — },seca-2sin?a 
v — V, = Ae = å seca. 
Führt man diese Werte in die vorletzte Gleichung ein, so gewinnt man 
die einfache Beziehung ( ës TE? 
Seil 


Die Gleichung des Randdrillungsmomentes lautet also: 


Ay oe SE EE êz 
E. TR EE a, 3. Mei 
m Cuv m cucv (73) 
Je 
„tlg aa 


mo EE Aka" 


Es sei schließlich noch bemerkt, daß an den Ecken schiefwinkliger 
Platten die Randdrillungsmomente verschwinden. Da nämlich für die 
Ecke C als Teil der Randlinie A C (Abb. 20) 
die Bedingungen 


TEE 

rh le 
und als Teil der Randlinie BC ebenso die 
Bedingungen 

RE CC 

Ep? == © D = 


A erfüllt werden müssen, so ist nur eine 
Ad Formänderung, bei welcher zugleich 
Abb. 20. êt eet 
Čuĉv nôl ` 

werden, möglich. Es können dann weder Biegungs- noch Drillungs- 

momente entstehen und es treten auch keine Einzelkräfte O an den 

Ecken auf: die Platte wird in diesem Randbereich lediglich durch lot- 

rechte Scherkräfte, welche in den meisten Fällen abwärts gerichtet sind, 

angegriffen. 

Schließen aber die Randflächen einen geraden Winkel miteinander, 
so stimmen die Krümmungsbedingungen für den einen Rand, da die 
Achsen u und v mit den Achsen Z und v unmittelbar vertauscht werden 
können, mit den Bedingungen des zweiten Randes völlig überein. Der 

2 52 
Drall nn — et verschwindet dann im allgemeinen nicht: die 
ucv lön 
Ecken der rechtwinkligen Platten werden vielmehr durch die Drillungs- 
momente beansprucht und müssen durch eine Verankerung gegen Ab- 
heben gesichert werden. 
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III. Die Berechnung der ringsum frei 
aufliegenden rechteckigen Platte. 


Für rechteckige Platten eignet sich am besten ein Gewebe mit recht- 
eckigen Maschen. Es empfiehlt sich, die Seitenlängen 2a und 2b in 
m und n gleiche Abschnitte zu teilen und dementsprechend die Maschen- 


weiten 24 2» 
el SÉ 
5 m n 
zu wählen. 
Ist 2; An und setzt man 
Ze 
x = x. 
Ay 
so läßt sich die Differenzengleichung 
(uw) , (Aw, D g 
"22 Se Tii FEI u © 
. dr Ay S 
auch in der Form e 
o 


Bee, Ben 
schreiben. (d'al, + x? (d? wr)y Pr 5, 


Die Gestalt des stellvertretenden Gewebes ist also durch eine Gruppe 
von Gleichungen 
2m Jl mtr gen O 
gekennzeichnet, welche ebensoviele Werte w; und Gleichungen dieser 
Art enthält, als innere Knotenpunkte k im Gewebe vorhanden sind. 

Die Lösung dieser Gleichungen kann entweder rechnerisch oder 
zeichnerisch erfolgen. 

Das allgemeine Verfahren für die rechnerische Ermittlung der 
Gewebeordinaten beruht auf dem Grundsatz, daß, wenn die Werte 
w, und w, für zwei benachbarte Zeilen (p) und (g) 
des Gewebes gegeben sind, es mit Hilfe der obigen 
Gleichungen immer möglich ist, die Werte w, der “a 
nächsten Zeile (r) unmittelbar zu bestimmen Ai 
(Abb. 21). Betrachtet man also zunächst die e 
Verschiebungen der ersten inneren Zeile "pen, 
Was Way... als gegebene Größen, so kann man, „, 
da für die Randlinie AB voraussetzungsgemäß 
w = Q sein muß, schrittweise die Verschiebungen 
der zweiten Zeile Wir, Wp, Wya..., der dritten 
Zeile wer, Wes, We... usw. ermitteln. Bei Auf- 
stellung der Gleichgewichtsgleichungen für die letzte innere Zeile (s) 
gewinnt man für die Verschiebungen der Randlinie CD die Bestim- 
mungsgleichungen: 


Am) e oi o ei B 


Abb. 21. 
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Un es Ié (P, Wars Waz,» Waz- Ja 
Wta =f: (P, War: Waz, Waz» SP 
Wis =f; (P War. Waz, Waz - - Ja 


Bedenkt man aber, daß der Rand CD unverändert bleiben muß, 
so liefert die Bedingung 
Wi = Mia = Wi... = 0 


die zur Errechnung der Verschiebungen w, ı, Waz, Was . . . erforderlichen 
Gleichungen. Sind die Werte w, gefunden, so lassen sich schließlich die 
anderen Werte Ww, We ... Ws der Reihe nach bestimmen. 

Die Lösung der Aufgabe wird durch die Möglichkeit, die vorliegenden 
partiellen Differenzengleichungen durch Gruppen totaler Diffe- 
renzengleichungen zweiter Ordnung von einfachster Gesetzmäßigkeit 
zu ersetzen, außerordentlich erleichtert. In dem Schlußabschnitt dieses 
Buches über die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie werden 
diese Umwandlung der Gewebegleichungen und ihre weitere Behandlung 
eingehend erörtert. 

Das zeichnerische Verfahren, welches zwar weniger rasch zum Ziele 
führt, aber zur Nachprüfung der rechnerischen Ergebnisse herange- 
zogen werden kann, besteht in der wiederholten Lösung der folgenden 
Aufgabe: 

Gegeben sind Pp, Wi, Wk, Wi, Wm, gesucht ist w,. 

Ich bestimme zunächst in der Abb. 22 (A) aus Je, Wi, Wp und w, 
die Lage und Richtung der Drähte s; und s,, zeichne sodann im Kräfte- 


A © B 


Abb. 22. 


plan (B), vom Anfangspunkt D der Strecke DF = P} aus, den Leit- 
strahl s; parallel zu s;. Er schneidet im Punkte O0’ die im Abstand H 
von der Kraftlinie und parallel zur +z-Achse gezeichnete Gerade, die 
Pollinie genannt werden möge. Von O’ aus ziehe ich den Strahl si 
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parallel zu a und schneide auf der Kraftlinie den auf die Drähte s,, a 
entfallenden Lastantel P= DÉI ab. Der übrigbleibende Anteil 
P = EF muß von den Drähten s,,, Sn übernommen werden. Aus der 
Abb. 22 (C) ist nunmehr mit Hilfe der Größen 

Ay: Wr, Wm Lage und Richtung von Sm gegeben. a 1 

Zieht man also vom Punkte E aus den Strahl | 
Sm und bringt ihn im Punkte O” zum Schnitt 
mit der Pollinie, so ist im Kräfteplan durch den 
Strahl sn = 0”F die Richtung von a, und in der 
Abb. 22 (B) durch die Parallele s, zu s} die Lage 
von s, und mithin auch die Größe von Ww, be- 
stimmt. 

Es sei noch bemerkt, daß es auf Grund der 
vorliegenden Symmetriebedingungen möglich ist, 
das allgemeine Gleichungssystem in vier Glei- 
chungsgruppen zu zerlegen, die nur eine beschränkte Anzahl von Unbe- 
kannten enthalten und daher um so leichter gelöst werden können. 
Sind 4, b, c, d und p, g, r, s zwei Gruppen von Punkten, die paarweise 
symmetrisch zum Achsenkreuz verteilt sind (Abb. 23), so läßt sich eine 
einzige, im Punkte a angreifende Kraft P, = P durch die folgenden 
gleichwertigen Kraftgruppen ersetzen: 


Abb. 23. 


Gruppe A: R=+4P, P=+44P, R=+1P, P=+4P, 
Gruppe B: ,=+4P, PA=+t!P, R=-!IP, P=-4P, 
Gruppe C: Pa =+4P, PR=-1P, R=+41P, P=-tP, 
Gruppe D: P= +}P, P=-—1P, P.=—}P, Pe=+}P, 
23 Psst P, ZS Pe, XP=0, ŠP=0. 


— 


Die zugehörigen Verschiebungen der Punkte p, q, r, s sind durch 
die nachstehenden Symmetriebedingungen miteinander verknüpft: 


Belastungszustand A: w, = +w; = +w, = +U, 


Belastungszustand B wp = +w = —w = —u,, 
Belastungszustand C: wp = —W; = Wr = — Ws, 
Belastungszustand D: w, = —w;, = —w, = +w. 


Es genügt also, für jeden Belastungszustand die Verschiebungen w, 
der Knotenpunkte eines einzigen Gevierts AE FO zu ermitteln, um bei 
folgerichtiger Zusammensetzung der für die vier Kraftgruppen errech- 
neten Werte den endgültigen Spannungszustand zu bestimmen. 

Die Vorteile dieser Spaltung der Gleichungssysteme sind nicht zu 
verkennen. Die Beispiele, die nunmehr behandelt werden sollen, werden 
ihre Bedeutung zur Genüge beleuchten. 


Marcus, Platten. 4 
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$7. Die gleichmäßig belastete quadratische Platte, 


Ich wähle als Abbild der Platte zunächst ein Gewebe mit der Maschen- 
weite 


und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte derart, daß die 
sowohl für die Gestalt als auch für die Belastung der Platte geltenden 
Bedingungen der Vollsymmetrie von vornherein erfüllt werden. 


"LG 2a wi 
Abb. 24. Abb. 25. 


Die Gleichgewichtsgleichungen lauten im Einklang mit der Abb. 24 
und der Formel (28): 


A3 

du, — Ze E 5 
H 
22 

—2 w, + tws — w, = E l 
e 
D 

—4w, + tw, e e 
1 


ga of 
Sie lietern M, = Sı w, = 1494° = 0,17188 pa? , 


M, = Sı w, = 44 p% = 0,21875 pa? , 

M, = S, w; = 4$ p}? = 0,28125 pa? . 
Wird das Gewebe jetzt mit den elastischen Gewichten p, = w, be- 
lastet, so müssen die lotrechten Ordinaten z des Gewebes den Gleichungen 


12 11 på! 

aia aai Sue Dr Pe 16 Im 
P A2 14 44 

— 24, +42, — Kuna: 
Liz 
42 18 pi 
ugi nie 
172 
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genügen. Hieraus folgt: 


» — Dë 35 p% „ pat 

SET" N SE ZE 64 N u 0,034 18 N > 

2 SS, 48 mc „~ pat 

at = Z = — = 0.04687 EEN 

nn N 2 64 N 0,046875 N 

m Si Sa 66 p A ES T pat 
Te Te 0,06445 Ea 


Um den Grad der Genauigkeit der Ergebnisse dieser äußerst ein- 
fachen Berechnung zu erkennen, möge die Untersuchung für ein Gewebe 


a GE P ` W 
mit der Maschenweite å, = å, = į = 2 wiederholt werden. 


Entsprechend der in Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern lauten die 
Bestimmungsgleichungen : 
p4? 
KE 
p4 
— iv t tw, — w, — w; wm ls Se 
Kä 


ww — 2w ss kl: 


=W + tw — u — We 


| 
Er 
| 

| 


—2 w; + 4w, — u, 


—2 w, + tw, — 2 ws = +l- 


— wW — W; + 4w — W, — Ww = +1. 


-u, — 2 ws +H 4w, — w, =+l1. 


—2 wg + tw — 2 wg = +1. 


=w, — 2 wg + twy — wo ss kl: 


— 4wa + 4wo mi 


Sie liefern 
p}? TERN e 
M, =S,w, = 309,5 Ze 0,07112 pa? ,, 


22 
M, =S w, = 483 Ze = 0,11098 pa? , 
4* 
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CH 
iv 


em, DE e 
M, = Sw; = 573 es = 0,13166 pa? , 


M, =Sw = 601 Zoe = 0,13810 pa? , 


ew DÉI gg 
M, = Sw; = 777,5 —— = 0,17865 pa? , 


M, = Siw, = 936 = 0,21507 pa? , 


M, =S, w, = 986 = 0,22656 pa? , 


H, =S = 1195,8 2 = 0,26091 par, 


2 
M, =S, w, = 1199 PË — 0,27551 se, 


272 
p% CS 
Mio = Si Wio = 1267 See 0,29113 pa? . 


Für die zugehörigen Ordinaten z erhält man wie vorhin die Bedingungs- 
gleichungen: 


4, Zë = 309,5 RR ; 
—2, + 42, — 23 — 2, = 483 et , 
-atin - EN : 
iu, +44 -2 = 601 BEER 
2% +4, — 22 en 


2728, 8, 


— Zy — Z +4, Se = Zg m 936 en S 


- u -2u +4. Se = 986 pat 
A IT 7 

A3 

12, +4, — 22 - 11805 — 2 

2728, 5, 

-4,-2, +4, Sun -19 pr 
a " BES’ 

mjá 

—42, + Sue == 1267 pa 


272 9, S2 ` 
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Hieraus gewinnt man die Werte 


A = 2002 = 0,010603 S i 
Co = na z = son = 0,018 984.27, 
A An, = 459188 -/ Soumi, 
Em GN z4 = 492992 nn = 0,026029 Ż5-, 
E = SC zs = 646822 woe = 0,034 151 ka ' 
e = ar z = 828302 -eira = 0,043736 BE, 
N D z = 890 190 e = 0,046 997 pa 
Em a zs = 1062688" 2i = 0,056 108 ze ; 
E, zg D za = 1142592 a = 0,060327 z : 
Be Ad zu 1228748 er = 0,064876 27 


Faßt man die Ergebnisse der beiden Rechnungen zusammen, so 
erhält man 


für den Punkt z = & 


4 3 


M = 0,17188 pa? 


M= 


0,17865 pa? 

f a 
für den Punkt = A: 
= 0,21875 pa? 


M= 


M 


= 0,22656 pa? 


E 


Rss 2? 


und & = 0,03418 L 


und č = 0,03415 pe 


y=0 bzw. %z=0, 


und © = 0,046875 er 


und ¢ = 0,046997 E 


für den Punkt x = ss OU: 


M 


M = 


z= 0,28125 pa? 


0,29113 pa? 


pat 


und ¢ = 0,06445 J - 


und = 0.064876 Z 


N 


eja wja 


= 


| 


i 


AR Ww|R 


` 


vr 


eja je 
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Die Gegenüberstellung der zugehörigen Zahlen zeigt bei den Wer- 
ten M Abweichungen von höchstens 4% und bei den Werten ¢ von 
nur 0,5%. Diese Unterschiede sind äußerst geringfügig und belanglos. 
Sie beweisen, daß der Einfluß der Größe der Maschenweite auf die 
Genauigkeit der Darstellung der Spannungen und Formänderungen von 
ganz untergeordneter Bedeutung ist und daß es selbst mit weitmaschigen 
Geweben wohl gelingen kann, ein zuverlässiges Abbild der Festigkeits- 
eigenschaften der elastischen Platte zu gewinnen. 

Diese Feststellung wird auch durch einen Vergleich mit den Ergeb- 
nissen anderer Berechnungsarten bestätigt. 

Die von Estanave!) für quadratische Platte nabgeleitete Formel?) 


n= n-i 
= pa (=) 
27 ME - ( n\t 
n= — 
aw 
Dun Don SÉ Sinn”? 
4 2 Fr a 2a y 2a CR 
irre, a end, 
` H x E) D D e (3 fie wéi d 
Cjn 3 Got? 3 Sin 
liefert beispielsweise für die Mittellinie der Platte (y = 0): 
E E 4 ( m ) 7 
n=% EE | E = 
T DKAT sat A een, a (x: 
m u 10089 I —] E 
N Ak K 2 z] 
= ES Zëss 


Da die Reihe rasch konvergiert, so ist es zulässig, nur die beiden ersten 
Glieder n = 1 und n = 3 in Rechnung zu stellen. Es ergibt sich sodann 


A Ara 
fürs=0: Ce 006493 PČ- egen t= 0,064 876 2X 
N N beim 
o 4a n p a’ z i EN Ge- 
für v =- : {= 0,060429 2 gegen ¢ = 0,060327 PX ei 
"SE GE, A geg Ëer 
d Di A j yat aa € mi 
für e=: D 0,047 058 e gegen © = 0,046 997 PL S 
2 Fi Fi esse 
o Zo at A 4 
füra= ZE t=0098 Di E = 0,026029 HI 
ji A y gegen E = 0,026029 = 


1) Estanave: Contribution à Pétude de l’&quilibre élastique d'une plaque 
rectangulaire mince. Thèses présentées à la Faculté des Sciences de Paris 1900. 

?) Zwecks besserer Unterscheidung sind in dieser Formel die hyperbolischen 
Funktionen mit deutschen, die trigonometrischen mit lateinischen Buchstaben 
geschrieben. 
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Die mit Hilfe der Reihenentwicklungen errechneten Werte stimmen 
mit den unserigen vorzüglich überein. 
Ebenso führt die für den Plattenmittelpunkt gültigeN adaische Formel!) 


n=% n-i Gan (a3) n 2 
„_pat| 5m—3 K 1 (—1) ? d 2)" na m—i 
SP E Ee Wë 
N \24(m—1 4 oT 
m ) n=1 DS Coja $ 


wenn man sich wiederum mit den beiden ersten Gliedern der Reihe 
begnügt und m = 4? annimmt, zu einem Werte 


4 
¿ = 0,0648 PE l 
welcher von dem unserigen nur um 0,1% abweicht. 

Die Zuverlässigkeit und die Genauigkeit der auf die Eigenschaften 
des elastischen Gewebes begründeten Plattenberechnung sind hiermit 
hinreichend erwiesen. 

Um nunmehr die Spannungsmomente zu ermitteln, benutze ich die 
Formel (33): N 


S S EE n 2 
=g Chu- EE 


N Ee run 
Syn = 7 [et it = er ie | 


und erhalte beispielsweise für den Punkt k=7 in Abb. 25 


10 
(Stelle —=0,y= 2) , indem ich m = E wähle: 


16 N S e 3 z s 8 e 
I, = a [ez — Bel + 10 (2t: — ĉa — to] = 0,14101 pa?, 

16N e = ee BE em 2 
Sy: = Pr lei: — Çg — ġa) + 10 (25, — 2x0] = 0,15350 of, 


In der gleichen Art sind die Werte s für alle übrigen Knotenpunkte 
errechnet und in nachstehender Tafel 1 zusammengeordnet. 
Zum Vergleich führe ich die Gleichungen von Estanave 


n=co n-1 
E, Sk E 
z= P -ra 
n-1 DS 
EE E Xy een RE UN. 
Soin — => i , (ënn. = Sinn — — 
4 RT, m— l1 z T SNT n 
T mu wi — Tala — GOSIH — 
nī 7 m 2 T PER 2 
Cojn— Coinz aSinn z 


_ \ 9 


1) Nadai: Die Formänderungen und Spannungen von rechteckigen elastischen 
Platten. Forsch.-Arb. Ing. Berlin 1915, H. 170/171. 
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n= a-l 
; 2 Jeng Bi 
u due i Pat 
ER (n z) 
E E H y EIN 
on — Ron wës" 
BE = — Sal? Se u ES 
mM NI T á e. St SE 7 
Data 3 Sulz acinn,. J 
an. Sie geben insbesondere für y = 0: 
4 7 m— l1 Ei 
N=00 et Ze? Al e SE 
„\I-1)°% na Coins 905 
Sz = E N = cos|n 
= (nz Coj n = 
R | z) £ Ins 
Il 8 m— i1 m 
p=% CL: CR 1) ET E 
si (—1)? m aach 2 m o g 
SC at ee ett emsln z) 
Een (» E Coja = 
2 
Tafel 1. 
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0,03555 
0,03555 


| 0,046 22 


0,046 22 


0,061 06 
0,04992 
0,07603 
0,06824 


0,07606 
0,05563 
0,09275 
0,07845 


0,081 38 


0,049 92 
0,061 06 
0,068 24 
0,07603 


0,089 34 
0,089 34 
0,11614 
0,11614 


0,11389 
0,101 17 
0,14424 
0,13533 


0,12219 


0,10435 
0,15350 
0,14101 


e 


z= |a 

0,05563 
0,07606 
0,07845 
0,09275 


0,10117 


0,11389 
0,13533 
0,14424 


0,13046 | 


0,13046 
0,16960 
0,16960 


0,14053 
0,13501 
0,18103 
0,17717 


z=0 


0,05709 
0,08098 
0,08138 
0,09810 
0,10435 
0,12219 
0,14101 
0,15350 
0,13501 
0,14053 
0,17717 
0,18103 


0,14554 | 


0,14554 
0,18920 
0,189 20 


Faktor 


ou 
-1 


Die gleichmäßig belastete quadratische Platte. 


Die rechnerische Auswertung liefert: 
für den Punkt 


a ie = 0,095 90 po een Sz = 0,09810 pe 

SE Ee 
EES “ — 0,14355 e weg e = 0,14101 Ae ge 
po nn nee pa Some 7% 
vn H (p aiwa EER Zant 


Der Unterschied zwischen den entsprechenden Ergebnissen der 
beiden Rechnungsarten beträgt höchstens!) 2,5%. Ebenso weicht der 
auf Grund der Nadaischen Gleichung 

ml pa? Kai (—1) 1 


Se = Sy = —— 1 


; 2 
m ZE (a3) Sin; 
für den Mittelpunkt ermittelte Wert 
Sz = S, = 0,1915 pa? 
nur um 1% von dem unserigen ab. Durch diese weitgehende Übereinstim- 
mung ist die Brauchbarkeit des elastischen Gewebes von neuem bestätigt. 


Zur Errechnung der Scherkräfte und Drillungsmomente dienen die 
Gleichungen (33): 


l l 
üs = z7 Mı — Hd, vy = 5j Hn — Mm); 


-1 N : 
EE E EEN 


Sie liefern beispielsweise für den Punkt 


a a 
k = 6 (Stelle le Am +5) 
im linken oberen Viertel der Abb.25, wenn wieder m = U genommen 
wird, die Werte: 
2 
w= (M: — M,) = 0,09582 pa, 
2 
Uye = = (M, — Aal = —0,25850 pa , 
7 4N e 2 2 
tayo = jg s [C2 + 6) — (Ce + a] = 0,02610 pa? 
a2 


1) Eine geringere Abweichung ist aus dem Grunde nicht möglich, weil die 
von Estanave benutzte Gleichung der elastischen Fläche nicht einer vollkommen 
gleichmäßigen, sondern einer sinusförmigen Belastung entspricht. 
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Die in gleicher Weise für alle übrigen Knotenpunkte des fraglichen 
Plattenviertels errechneten Werte sind in nachstehender Tafel 2 zu- 


sammengestellt. 


Tafel 2 


Scherkräfte und Drillungsmomente der gleichmäßig belasteten 


quadratischen Platte. 


” Ng EI o 1 
z ! = = | Sue | H n 
z | WE -7 7 0 Faktor 
s 3 In, +0,22196  +0,12109 | +0,05423 | © | pa 
er | —0,22196 | —0,35731 | —0,43015 | —0,45312 | pa 
DA +0,09562 | +0,06993 | +0,03597 | 0 | pa 
y ali +035731 | +0,20818 | +0,09582 | 0 | pa 
GE AEN | —0,12109 —0,20818 | —0,25850 | —0,27482 | pa 
ol +0,06993  +0,05102 | +0,02610 | 0 | pa 
y afe% +043015 | +0,25850 | +0,12086 | © | pa 
y = +g} -0,05423 | —0,09582 | —0,12086 | —0,12924 | pa 
BA +0,03597 | +0,02610 | +0,01409 | © pa? 
a v, | +0,45312 | +0,27482 | 40,194 o | pa 
„= sl 0 0 | 0 | 0 | pa 
DA 0 0 0 | 0 pa? 


Für die Hauptauflager- oder Scherkräfte am Rande AB erhält man 
nunmehr auf Grund der Formel (66) mit den aus der Abb. 25 ersicht- 
lichen Ordnungsziffern 


A i 
Vis = 3 = 0,40947 pa im Punkte = —a, y= +Ž a, 
bd H d 2 
Dis = KS E = 0,56893 pa im Punkte = —a, y= +4- g” 
M, D 
Dis = Se + e = 0,65165 me im Punkte w= —a, y=- i E? 


M 


på 
Ditsrz E + E = 0,67739 pa im Punkte z=—a, y=-J 


Die Genauigkeit dieser Zahlen läßt sich durch die von Hencky!) 


abgeleitete Formel 
CEC ebe? 


Sal w~ 
1i: SS 


1 
V= DÉI — 


W See H.: Über den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten 
bei gleichmäßig verteilter und bei konzentrierter Belastung. Dissertation Mün- 
chen: R. Oldenbourg 1913. 
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nachprüfen. Werden die fünfzehn ersten ungeraden Glieder der Reihe 
mit n = l bis n = 29 berücksichtigt, so ergibt sich in fast vollkommener 
Übereinstimmung mit den obigen Ergebnissen 


vs = 0,393 pa für o, y--tia, 
v: = 0,558 pa für v=—a, y=+}a, 
vs = 0,649 pa für z =—a, y--Lta, 


v = 0,6744 pa für z=—a, y=+0. 
Zur Ermittlung der Randdrillungsmomente dient die Formel (67): 


le SCH 
Sie liefert für die Randlinie der Reihe nach: 
T ays = 2 2 
iz = = (Cal = +0,10631 pa?, 
m=- iN Zu, — ča) = +0,07639 pa?, 
ER T EE 
trr = — io’ = (éa — éa) = +0,03945 pa? , 
Tahaa i e 
ir = np" gs $a) = +0,0 pa. 
Dem Eckpunkt A entspricht nach Formel (67a) der Wert 
m— l e 7 s J6. Kate 
Dee ren ne -N.e bur 0,11875 pa. 


Um die Darstellung des Spannungs- und Kräfteverlaufs am Rande 
zu vervollständigen, bleibt nur noch die Bestimmung der an Stelle der 
Randdrillungsmomente auftretenden zusätzlichen Auflagerkräfte v, 
übrig. Mit Hilfe der auf S. 42 abgeleiteten Formel (68) 


m, Be LZ TS ee Hm 4-5) = 0,09956 pa 
2 j 7 OIN oa SC GE 
v=—d, 3 a GT = erer Cem am Gel em 0,13078 pa 
l ER E ao. BR 
Be eu vu = ig z (25, — a — Cal = 0,15571 pa, 
T 64N 


z= —4, y= +0 e ant = io D 2%) = 0,16042 pa 
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Diese Kräfte stehen mit den an den vier Ecken angreifenden Einzel- 
kräften 
a a 
ü aldi, 
C = SI dy = Al Cé 
o ò 
im Gleichgewicht. Die letzteren sind abwärts gerichtet und verhindern 


das Abheben der Platte aus ihrer Randunterlage. 


dy = —2i4 = —0,2375 pa? 


Abb. 26. Spannungsbild der ringsum frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten 
quadratischen Platte. 


Die gesamten lotrechten Auflagerwiderstände sind schließlich 


az =v +vr = 0,50903 pa, 
ou = Vu + vy = 0,70871 pa, 
arrr = dur + Yırı = 0,80736 pa, 
ary = vry + vry = 0,83781 pa. 
In Abb. 26 sind der Reihe nach die Spannungsmomente Sz, Sy für 


die Mittellinien der Platte, die Randscherkräfte v, die Randdrillungs- 
momente £ und die Auflagerkräfte a dargestellt. 
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Die Grenzwerte der Biegungs- und Drillungsmomente sind durch die 
bekannten Beziehungen 


TE E 

Smax = > RES Y (Sy — SS + 4 try» 
min E) E 

fas = lr 
mar E } (Sy ai Sz) "E ef 


bestimmt. Es ist leicht zu erkennen, daß die Hauptbiegungsmomente 
längs der Mittellinien mit den bereits errechneten Werten ss und sy 
übereinstimmen, während für die Diagonalen entsprechend den Größen 


3 Sz = S= 8 Sz Bu = 0 
die Grenzwerte RE j = R 


maßgebend sind. $t T$ en: B =a ty 


Der Verlauf der Biegungsmomente s, und s, ist in der Abb. 26 ver- 
anschaulicht. Für die Qerschnittsbemessung der Platten ist besonders 
beachtenswert, daß einerseits die Biegungsmomente s,, deren Dreh- 
achse senkrecht zu den Diagonalen steht, in der Nähe der Ecken einen 
negativen Wert aufweisen und daß andererseits an den gleichen Stellen 
die Momente s,, deren Achse den Diagonalen parallel gerichtet ist, 
nicht unerheblich größer als die zugehörigen Momente s, und s, sind. 

Die lotrechte Unverschieblichkeit der Plattenränder hat in der Tat 
dieselbe Wirkung, als ob die Platte an den Ecken fest eingespannt wäre, 
und hierauf ist die Entstehung der negativen Momente s,, obgleich die 
Platte sonst an den Rändern völlig frei aufliegt, zurückzuführen, wäh- 
rend das Auftreten der größten positiven Biegungsmomente s, durch 
den Umstand bedingt ist, daß die größten Biegungsbeanspruchungen 
auf die kürzeste Spannrichtung, in welcher die Platte auch verhältnis- 
mäßig die größte Steifigkeit besitzt, entfallen müssen. 

Die vorstehenden Untersuchungen haben gezeigt, daß es mit einem 
geringen Arbeitsaufwand möglich ist, aus den Ordinaten des elastischen 
Gewebes die Auflagerwiderstände, Spannungen und Formänderungen 
der elastischen Platte mit größter Genauigkeit zu ermitteln. Die wieder- 
holt nachgewiesene Zuverlässigkeit des neuen Verfahrens rechtfertigt es, 
in den nachfolgenden Untersuchungen auf Grund der Theorie des elasti- 
schen Gewebes andere Randgestalten und andere Belastungsfälle zu 
behandeln. 


$ 8. Die mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete 
quadratische Platte. 
Die in der Abb. 24 dargestellte quadratische Platte wird jetzt in 
ihrem Mittelpunkt durch eine in Richtung der z-Achse wirkenden Einzel- 
kraft P belastet. 
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Die Bestimmungsgleichungen des stellvertretenden Gewebes mit der 


S 
Maschenweite 4 = — lauten: 


Aan —2w=0, 
—2 w, +4w— w=(, 


A / 
"Eer kr Ar 


Sie liefern 
M,=S,w= Es = 0,0625 P, 


16 
2P e 
M, = H, Wa == 6 = 0,125 ?, 
P 


M, = Su, = i = 0,375 P. 


SR S FR EB... 4 
Für ein Gewebe mit der Weite / = Ce erhält man ganz entsprechend 


unter Zugrundelegung der aus Abb. 25 ersichtlichen Ordnungsziffern: 


4w, — 2w =0, — w—- w+ tw, Mis ës =0, 

— w, + 4w, — w — w; =0, — w-2w+4 np — ws =0, 
—- W+ tw, — w, Aën =0, —2 w; + 4w — 2u, =0, 
—2 w; + 4w, — w =0, - w-2wt+4w-Wn =0, 
—2 w, + tw; — 2w =0, P 
2 t 4w — 20, EE SE 


Hieraus folgt: 
M, = S,w, = 0,01670 P, M, = Sı we = 0,103932 P, 
M, = S, w, = 0,03341 P, M, = S,w, = 0,12644 P, 
M, = S, wz = 0,04827 P, M, =S,w = 0,17235 P, 
M, = Sw, = 0,05574 P, M, = S,w, = 0,24216 P 
M, = S w; = 0,06867 P, Mio = S, W = 0,49216 P. 
Betrachtet man die Schnittflächen in Richtung der Symmetrieachsen 
und der Diagonalen, so ergibt sich 1) für den Punkt 


H 


2=}a,y=0 :M=0,05574 P M* = 0,05469 P 
x=3a,y=0 :M=0,12644P M=0,125 P 
z=}a,y=0 :M=0,24216P | j} 2 | M*=0.23437 P| bei 
xz=0,y=0 :M=0,49216P \ 4: M =0,375 P FE. 
x = ta, y= ta: M=0,17235 P | gegen | M*=0,1875 P GE 
x = 4a, y= Aar M =0,06867 P M =0,0625 P 

x= ła, y= ła: M=0,0167 P M* = 0,015625 P 


1) Die mit einem * versehenen Werte M* sind durch Interpolation ermittelt 
worden. 
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Der Vergleich dieser beiden Zahlenreihen zeigt, daß die M-Flächen, 
mit Ausnahme eines schmalen Bereiches in der Nähe des Lastortes, bei 
verschiedenen Maschenweiten des Gewebes recht gut miteinander über- 
einstimmen. Die Abweichungen zwischen den zugehörigen Ordinaten 
am Lastort sind in erster Linie durch den Umstand bedingt, daß bei 


dem ersten Gewebe mit der Weite = R die Knotenpunktlast P auf 


EI 


EE 2 : e e e 
der Fläche #= ES bei dem zweiten hingegen mit der Weite 
a 2 
= T auf der vierfach kleineren Fläche į? = ze verteilt ist. 


Es muß fernerhin beachtet werden, daß die Grundgleichung 
NV. V2? ¢ = PM = p 


nur so lange gültig ist, als die Spannung o, klein genug ist, um neben 
Gz und o, vernachlässigt werden zu dürfen. Diese Voraussetzung trifft 
bei Lasten, die in einem Punkte konzentriert sind, selbstverständlich 
nicht zu: o, und somit zugleich auch o, und oy müßten vielmehr unend- 
lich groß werden. In der Wirklichkeit werden Beanspruchungen, welche 
die Festigkeit des Baustoffes wesentlich überschreiten, kaum erreicht, 
weil die Belastung auf einen einzelnen Punkt nicht eingeschränkt 
werden kann: man darf vielmehr annehmen, daß die Last sich auf eine 
Druckfläche verteilt, deren kleinste Abmessung mindestens der doppel- 
ten Plattenstärke gleich ist, wenn sie 
nicht, wie es aus baulichen Gründen 
meistens der Fall sein dürfte, ein Mehr- 
faches der Plattenstärke beträgt. 

Nimmt man als Druckfläche ein 
Rechteck von der Breite 2e, und der ' SÉ T 
Länge 2e, an, so läßt sich die Spannungs- T 
verteilung im Bereiche des Lastortes am ; ol ES Ia 
einfachsten durch ein Gewebe mit den 7 RTL È 
Maschenweiten #=e, und Ä = ey dar- ki p: 1. ; 
stellen (Abb. 27). Dies engmaschige l i 
Gewebe möge wiederum durch ein Recht- 
eck A’B’C'D’ abgegrenzt werden, dessen 
Seitenlängen a’ und b das Zwei- oder 
Dreifache der Größen 4, und å; betragen. 
Da nach dem de Saint- Venantschen 
Prinzip bereits in einer kurzen Ent- 
fernung vom Lastorte die Spannungen 
außerhalb des Lastortes nicht mehr von der Art der Lastverteilung merk- 
lich beeinflußt werden, so muß sich das in einem einzigen Knotenpunkte 
belastete großmaschige Gewebe im Abstand a’ oder b vom Lastangriffs- 


HH, 


X E 
Abh. 27. 
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punkt, also längs der Linie 4’B’C'D', mit der Umrandung des eng- 
maschigen Gewebes decken. Nimmt man aber für die Ordinaten der 
Randknotenpunkte des inneren engmaschigen Gewebes die Werte w, 
des großen Gewebes, so genügen die in der allgemeinen Gewebegleichung 
ausgedrückten Gleichgewichtsbedingungen 
vollkommen, um auch die Ordinate w; 
der inneren Knotenpunkte des engma- 
schigen Gewebes und in weiterer Folge 
die Spannungsmomente am Lastorte selbst 
zu bestimmen. 

Für die vorliegende quadratische Platte 
wähle ich zuerst 


Abb. 28. 4 


und stelle zur Ermittlung der Ordinaten des engmaschigen Gewebes 
mit den aus Abb. 28 ersichtlichen Bezeichnungen die Bedingungs- 
gleichungen P 

We =n 2 Wa — 2 wa = 168, 
— Wt Ewi — Ww, — Wm = Si ` 


—4w + 4wn u 
1 


auf. Für die Randknotenpunkte gelten hierbei im Einklang mit der 
Abb. 25 die Werte: 
P 


P 
Wn = ws = 0,17235 —- , w, = Wa = 0,242 16 —- 
Sı Kë 
Durch Interpolation erhält man ferner: 
1 P 
a =02 E 
fi (wa — Wa) = 0,22471 5; 


und sodann durch Auflösung der obigen Gleichungen 


Wa = Wp — 


a Ki 

für aeg, ER w = w. = 0.299382. , M, = 0,29938 P, 

Sy 

a 

g= D. mag: P 
w = wa = 0,34281 — , Ma = 0,34281 P, 

a Sı 

ae CE Zul 2 

SE 
tel, yap: w = Wa = 0,40531 zs. AM. = 0,40531 P. 

1 
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Um den Einfluß der Größe der Druckfläche auf die Beanspruchung 
der Platte zu erkennen, möge noch die Berechnung für eine Drucklänge 


Abb. 29. 


: S o 
es = e, = ~- und ein Innengewebe mit der Maschenweite 4, = 4, = 


a EE 
16 S 16 
und der Seitenlänge oi =% = 7 durchgeführt werden. Die Gleich- 


gewichtsgleichungen für die Knotenpunkte der Abb. 29 lauten: 


dw, — Za = 2u,, 
— Weck w—W = Was 
— wrt tw; — At w = uy, 
—2 w; + 4w, — wa = tüz, 
—2w, + Aan, — 2w = Q, 
— Wt än — Wa— Wi — Wp =Ù, 
—2 w, + twi — Wr — Wr = 0, 
—2w, + twp — 2w - ir 
—2 wt dan, — Wa Un = "m 
1 
P 
— 4w t 4wn = E 


Marcus, Platten. bi 
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S a 
Hierin sind die vorhin für das großmaschige Gewebe mit} = 3 
ermittelten Werte 


P 
Wn = Wg = 0,17235 e: w, = wy = 0,24216 z 
wé Gi 


und die durch die Interpolation gewonnenen Größen 


3\? P 
Wa ez UW — (2) (ww, >; Wn) = 0,202 89 FA ’ 
EI P 
n iy a n, — Wa) = 0,224 71 — 
Wa = u, Ki (w, — wn) = 0, Wier S 
l ) d 
w = w—|-—) (w, — w,) = 0,237 80 
Ws = Wi G (w, — Wa) 378 S, 
einzusetzen. Die Auflösung der Gleichungen liefert: 
w, = 0,23023, m = 0,33419 T, 
g Ki Si 
w, = 0,257 57 = : wa = 0,352 35 A i 
5, S, 
> 
w; = 0,27948 Le S w, = 0,409 04 ž 5 
Sı Si 
D 
w, = 0,28837 £ ; w, = 0,452 64 . y 
Sı SÉ 
P 
w. = 0,29588 —-, Wm = 0,515 14 = 3 
Sı S, 
Es ergibt sich somit 
n Ki 
für Gs: y=5: M=S,w = 0,29588 P, 
oss DU, y= $ A 
für m ` M = S w = 0,35235 P, 
ZE = g e Y = 
m a a 
für z= j6’ y = 16  M=S,w, = 0,40904 P, 
M 9: 9-75 
für e M = S w; = 0,45264 P, 
(E = 16° y= 0 
für v= 0, y=0: M =K Wm =051514P. 
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Durch unmittelbare Interpolation erhält man hingegen aus den auf 


e S SEN o 
S. 62 errechneten Ordinaten des Gewebes mit į = 2 


2 o a T E Kan 

für Beer ger E E M == z (3Mo+t 6M;,— M;) =030524P, 
zul, A zs z: 1 

für o ” M= S (änt 6M,— M, =0,35035 P, 
WS Se De y= 0 b 

Ss 

für Än 2: M= (21404141, —3M,) = 0,39195 P 

s= ig me M- 50 1w + 14M, — 3 M,) = 0,39195 P, 


f =0, y= g` 1 
für h wé y z3 C1 Mu + 14 My — 3 M3) = 0.41707 P. 
2-16: =: E 


Die Ordinaten des nur mit einer Einzellast in der Mitte belasteten 
großmaschigen Gewebes stimmen, wie man sieht, außerhalb des durch 
die Druckfläche begrenzten Bereiches mit den Ordinaten der klein- 
maschigen Gewebe recht gut überein. Im Mittelpunkt der Druckfläche 
selbst nimmt die Momentensumme M um so rascher zu, je mehr die 
Seitenlänge e zusammenschrumpft!). Die Steigerung ist aber, wie man 
aus der Verteilung der Momente in den Mittelschnitten der Platte 
(Abb. 30) erkennen kann, auf ein ganz schmales Gebiet beschränkt: 
wenn also bei stark konzentrierten Belastungen die durch die Momente M 
hervorgerufenen Beanspruchungen am Lastort Werte erreichen, welche 
die Druckfestigkeit des Baustoffes überschreiten, so ist doch eine Zer- 
störung der Platte nicht unbedingt zu befürchten, wenigstens so lange, 
als die Spannungen in den dem Lastort unmittelbar benachbarten 
Querschnitten von der Bruchgrenze genügend entfernt sind, um einen 
Ausgleich der Beanspruchungen erwarten zu lassen. 


1) Die analytische Untersuchung und die graphische Darstellung der Form- 
änderungen in der unmittelbaren Nähe des Lastortes ohne Rücksicht auf die Größe 
der Druckfläche sind von Nadai in seinen neuen Arbeiten „Über die Spannungs- 
verteilung in einer durch eine Einzelkraft belasteten rechteckigen Platte“ (Bauing. 
1921, H. 1/11) und in seinem großen Aufsatz über „Die Biegung durchlaufender 
Platten und der rechteckigen Platte mit freien Rändern“ (Z. ang. Math. Mech. 
1922, H. 1) behandelt worden. Die Lösung der gleichen Aufgabe mit Hilfe von 
Reihenentwicklungen auf Grund des Ansatzes von M. Levy wurde von S. Timo- 
schenko in der Zeitschrift Bauing. 1922, H. 2, bearbeitet. — Besonders 
beachtenswert sind auch die Untersuchungen von A. und L. Föppl über die 
Spannungsverteilung innerhalb der Druckfläche in „Drang und Zwang‘: Bd. I, 
S. 197 und Bd. II, S. 102. 

Er 
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Zur Bestimmung der elastischen Fläche stehen nunmehr die Gewebe- 
gleichungen 


Aw PR 
z — 2z, = erh = 0,01670 —— 
We E Sa à Si Sa i 
42, Gs PR 
weg 28 -H 4 zo — Sa Z5 = — Sa - == 0,03341 5, KA 5 
A2 Wa e P2 
— Za -+ Zz — 24 — Ze = T = 0,04827 5,8 
4 w, Pi 
23, +4, Se = = 0,05574 <z 
KS + 4 a EA > ES D 
2? w, >22 
2, +4, — 2% -S wen 0,06867 -—, 
2 il 5 6 So , Si S, ? 
2 232 
l We PAA 
—2, — 2, 42, — u — 2% = —— = 0,10393 : 
3 5 Sie 6 7 8 ER DH EE 
KW, Kéi 
—z — 22 42, —z — ——Z = 0,1264 ——, 
j KZ ES i ES 
A&A w IW 
—2 z; + 42 — 2z = —— = 0,17235 —— 
6 i Ss 9 RA ` S, S3? 
2 w P} 
=, 23 +49 —2 = = 0,242 16 
7 8 / 9 10 E DH S, A. D 


Zou My 
S "Së 


zur Verfügung. In der letzten Gleichung stellt M,, den Mittelwert der 
Momentensumme am Lastorte dar. Seine Größe ist durch die Bedingung 


bestimmt, daß das elastische Gewicht des ganzen Bereiches <= + 


D? 
D 
2 


H S ; 
y = +5 dem Knotenpunkt 10 zugewiesen werden muß. Für eine 
E? 


o 4 Ge 
Drucklänge e = ws erhält man demnach in Übereinstimmung mit 
E? 
der Abb. 28: D 
Lë te 
! S, | 
Mis SC HI | fw dr dy = Ce (4 Wm + Wa “p Wwe) > 
-5 -5 


Mo = 0,36576 P. 


Führt man diesen Wert in das obige Gleichungssystem ein, so liefert 
die Auflösung: 
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bt = a zı = 0,08323 Ze - = 0,005 202 ea 
o „Ar 2, = 0,15818 7, e = 0,009883 E Č 
5 = c 25 = 0,21379 = = 0,013362 a, 
ĉi = aa z4 = 0,23525 aa = 0,014703 Ze 
s = zn z; = 0.30239 a = 0,015899 aa 
Če = ns zę = 0,41231 Ze: = 0,025769 ea 
b = aS, z, = 0,45768 em e SCH, 
E, we ad 2, = 0,57145 = = 0,035 715 SÉ, 
Co = a z = 0.64441 Ze: = 0,040 276 E, 
d'Ae ar 210 = 0,735 85 A En 0,045 591° ar e 


Eine schärfere Untersuchung der Gestalt der elastischen Fläche 
unmittelbar unter der Druckfläche läßt sich im übrigen leicht durch- 
führen. Man braucht nur an das großmaschige Gewebe wie bei der 
Momentensumme ein engmaschiges Innengewebe anzuschließen. Wählt 

à a 
man für das letztere die Maschenweite A = Sg: so wird seine Ge- 
stalt unter Zugrundelegung der in Abb. 28 eingetragenen Ordnungs- 
ziffern durch die Gleichungen 


na Wi TT Pa? 
namia RE R 5, 5,8, > 
eng E Eer gen Pa? 
—z Eza — 2 ze — 23n = LB = ¿ R 
„+ Eza = e Ss Lé) 5, ln 
FOR: Pa? 
—4z ER = LIZ = 0,006 333 —— 
at m LU) So e? ER 


festgelegt. Um den stetigen Übergang zwischen Außen- und Innen- 
gewebe zu gewährleisten, werden als Ordinaten der Randknotenpunkte 
des kleinen Gewebes die aus dem großen Gewebe entnommenen Werte 
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e geg EE 
Zn = Ze = 0,57145 SS, = 0,035 715 SS: 
PR Pa 
Zp = Ze = 0 - = 0,040 276 ——- ; 
Zb 9 ‚64441 S, 5, í 5, Eé 
Za = b — CH Zn) . = 0,039 136 
in Rechnung geführt). 
Es ergibt sich somit 
o SES) S Be Pa: 
ür z = —, Y = — E = Ge = Ze —— = 0,04291 ——, 
für x Ss u Se N N 
| 0, å Së 
gz = = k z 
i 8 : d, S. Pa? 
E wm Eu wm gn 1.00, 
a o N N 
vw, Y= P 
tær Y 
g S Ki Kë gema JEE 
g=), y =0 : E = Em = 2m See 0,04593 Gë 
o? 
Der Unterschied zwischen dem genauen Werte Cm = 0,04593 SCH 
und der vorhin für das großmaschige Gewebe ermittelten Verschiebung 


Eio = 0,045 99 Ge ist, wie man sieht, nur sehr gering. Die Größe der 
Druckfläche beeinflußt also die Spannungsmomente in viel höherem 
Maße als die Durchbiegungen. 

Aus der elastischen Fläche lassen sich jetzt mit Hilfe der Formeln (33) 
die Biegungsmomente errechnen. 

Die Zahlenwerte für die Hauptschnitte sind: 


Sz = 0,025696 P, s, = 0,046766 P für den Punkt x = Ha, y =0, 
Sz = 0,060922 P, Sy = 0,100 850 P für den Punkt z = Zog, y = 0, 
ze = 0,139066 P, sy = 0,174507 P für den Punkt z = Lo y=0, 
Ss = 0,263451 P, Ss, = 0,263451 P für den Punkt xv = 0, y=0, 
Ss = 0,112034 P, s, = 0,112034 P für den Punkt x = Jo, y = LO, 
Ss = 0,044 642 P, s, = 0,044 642 P für den Punkt x = Ta, y = ła, 
Sz = 0,010 829 P, sy = 0,010 829 P für den Punkt x = ła, y = ia. 


1) Die Stetigkeit der Formänderung und der Beanspruchung wird dadurch 
erreicht, daß längs der gemeinsamen Ränder der beiden Gewebe die Größen & 
und M, mithin auch ES > 38° Sz> Sy in beiden Bereichen übereinstimmen. Die 
weitere ereinstimmung der Größen Jz’ Jy’? ðs’ ð y > Us, Vy ist eine not- 
wendige Folge der identischen Gleichgewichtsbedingungen, welchen die Bestim- 
mungsgleichungen der beiden Gewebe entsprechen müssen. 
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Die zugehörigen Momentenflächen sowie auch die Hauptspannungs- 
momente in den Diagonalen sind in Abb. 30 dargestellt, während die 
Schichtlinien der elastischen Fläche in Abb. 31 eingetragen sind. 


-0059236 P 
E 


Abb. 30. Spannungsbild einer ringsum frei aufliegenden, durch eine Einzelkraft 
in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 


Auf Grund der Formel (66) erhält man für die Randscherkräfte die 
Werte 


Us = Ñ; = = 0,06630 2 für den Punkt x = -ae,y=+-—a, 


4 

, Wa EN E 2 
Us = Ñ; 7 = 0,13364 — für den Punkt t = —a, y = + FR 

l 


U, = 63 = 0,19308 ` für den Punkt x = — 4, y = 7% 
Wa Een R 

v, = S, — = 0,222 96 — für den Punkt x = —a, y= +0. 

Ed 1 3 o 
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Um die den Randdrillungsmomenten gleichwertigen lotrechten 
Zusatzkräfte zu ermitteln, benutze ich die an früherer Stelle abgeleiteten 


Gleichungen: 


Ke -a = + 


(vy)y= +v 


m 


+1." 


wl a Ed 


S 3 B. 
Ze hy 


SE H (2 Em — o cn 


Än åz 


m 


Abb. 31. Schiehtlinien der elastischen Fläche einer ringsum frei aufliegenden, 
durch eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 


Sie liefern für den Punkt 


d, 

zs 0, y= iaa 
2 

v= —4, =z’ v =N 
1 

z= —4, =F" vs = N 

xv =—4, y= +0 :%=N 


T or _: = 0.023324 È 
og ÊaT a = 002334, 
de ; s (2ta — al = 0,053872 5, 
5 - (2 Cs — a — Ča) = 0,09576 =, 
5 Gi EN = 0,120176 m. 
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Insgesamt erhält man also für die Auflagerwiderstände die Werte 


dz = va + v% = (0,06680 + 0,023324) = 0,09012 = für z = —4, y-+Ja, 
A 
a; = Vy + Vz = (0,133 64 + 0,05387 2) Č = 0.18751 d für A = —4, Sen zë, 
z = Vg F Vg = (0,19308 + 0,095 76) P L 0,28884 É fürg=—a y= ila, 
P 


dz = De + Vz = (0,22296 + 0,120 176) £ = 0,343 136 Ce tür g= —g; y= +0, 


Hinzu kommen noch die vier an den Ecken angreifenden und nach 
abwärts gerichteten Auflagerkräfte 


Ber d = 0.116525 P.. 
-=N 2 


(=-2,=--2 


Die Verteilung der Auflagerwiderstände ist in der Abb. 30 veranschau- 
licht. 

Vergleicht man die für eine gleichmäßig belastete Platte errechneten 
Beanspruchungen und Formänderungen mit denjenigen, welche für die 
mit einer Einzelkraft in der Mitte belastete Platte ermittelt worden 
sind, so erhält man beispielsweise für den Mittelpunkt der Platte bei 
einer Belastung P = 4 pa?: 


, o 
Sr = Sy = 0,18920 pa? = 0,18920 T = 0,0473 P, 
pa ann FA unaa T 
= 0,064 876 — = 0,064 876 —— = 0,01622: 
0,064 876 N 0,0 16 IN ‚016 y 
und bei einer Einzelkraft P mit der Druckfläche Ae = 4 Ri = m $ 


Sz = ëu = 0,263451 P, 
$ = 0,04593 Pa?. 
Das Verhältnis für die Spannungsmomente ist: 
0,0473 : 0,263451 = »1:5,5 
und für die Durchbiegungen 
0,01622 : 0,04593 = ~1 : 2,83. 


Es wäre unrichtig, aus diesen Zahlen zu schließen, daß die Bruchlast 
bei konzentrierter Belastung auf das z,fache der Bruchlast einer gleich- 
mäßig belasteten Platte herabsinken muß: die Tragfähigkeit der Platte 
mit einer Einzelkraft ist in der Tat, wie Versuche erwiesen haben, eine 
nicht unerheblich größere, weil die hohen Beanspruchungen nur in 


74 Die Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte. 


unmittelbarer Nähe des Lastortes auftreten und mit wachsender Ent- 
fernung vom Lastbereich so rasch abnehmen, daß trotz der örtlichen 
Überschreitung der Bruchspannung die Zerstörung der Platte aufge- 
halten werden kann. 


$ 9. Die Berechnung 

gleichmäßig belasteter, ringsum frei aufliegender rechteckiger 

Platten mit verschiedenen Längenverhältnissen. 

1. Untersuchung einer Platte mit dem 

Seitenverhältnis 2:3. 
Als Beispiel für die Anwendung eines Gewebes mit verschiedenen 
Maschenweiten sei zuerst eine Platte mit dem Seitenverhältnis b: «a 
= 2:3 gewählt. 


® a b 
Für ,=,; Ay, 
2 2 
hy a 3 z 9 
ya ees x“ ges 
A b SE? A 


lautet die auf H. 47 abgeleitete Grundglei- 


Abb. 32. chung (74): 
EE (1 ck A — (w; + w) — a (Wm F Wa) = Pk e 
A i L 4 m n Pk S, > 
oder E 


SÄI E 71 a a = = 
260 — + (w; + wi) — 9 (Wm + Wn) = 4 pr. g 
D 
1 
Entsprechend den aus Abb. 32 ersichtlichen Bezeichnungen erhält 
man für die einzelnen Knotenpunkte der Reihe nach die folgenden 
Gleichgewichtsbedingungen : 


26w, — tw, — 9w =4p En, 
Si Si 
—8w, + 26w, — 9w; DH 
S, 
, e A; 
— 1S w + 26w, — t w, wd d e 
1 


1, — Sw; + w= tp. 
Die Auflösung dieser Gleichungen liefert 

M, = S$,w, = 0,106537 pa?, 

M, = Sı w = 0,130622 pa?, 

M, = S, w; = 0,138609 pa?, 

M, = S w, = 0,171541 pa®. 
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Für das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bestimmungsgleichungen 


> LS 

262, — 4z, — 92, "as = 0,106537 PC, 
192 

4 
82 +262, — 9z in = 0,130622 2» 
gei 12 

4 3 

=a E E E E T EE eg 2%, 
S, 58 


D 2 
—15,—352, + 262, = 4w EENEG 
Hieraus erhält man 


SS 


= a = 0,0130377 2 
= SS, pat 
= E = 0,0174196 Po, 
MEE T or 
Za = I z = 0,018083 =, 
3 N (äus? Na 
A Si S R moi 
Deg che) zu = 0,0242215 Tr 


Zur Berechnung der zugehörigen Spannungsmomente dienen die Formeln 


N 1 
BEN Fee SEEN P Cls SL zg D 
+ EEN 


N 3 
= DE un 3 aa e a 
a Wm Kl: 5 sı) + 10 y (2 >k Sm E 
EE EE g 
Sy ba AS SG KÉEN + Er 
= be em~ inm E taa gt en | - 
Nz m—l 
lzy =~ = ine dm (en + ba) — LC + ZA 
e Et S e 
= a o et Gel (+ Cl . 


Die auf Grund dieser Gleichungen errechneten Werte für die Mittei- 
und Diagonallinien sind in der Tafel 3 zusammengestellt. Der Span- 
nungsverlauf längs des kürzeren Randes AB ist durch die mit Hilfe 
der Formeln (66) und (68) ermittelten Größen 


| e M, Piz 


ele? + 5 = 0,463074 pa , 


? mal A 
| lag LE (25, Cal = 0,100686 pa , 
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or = vr + vr = 0,563760 pa, 
M, 


g DÅ S 
| pm es Se = 0,527218 pa, 
Az E? 
m—1l N 5 S SE 
v = —— — (2; — 25,) = 0,1271625 pa , 
m Ashy 


| Ort = v + VTI = 0,65438 pa 


bestimmt. Für den TESS Rand AD ergibt sich ebenso 


Dt = e a + = 0,47628 pa = 0,71442 pb , 
2 7 
vr = m u a a (2 & — Gol = 0,072698 pa = 0,109047 pù , 
m Ae ZS 
Out = Dun + VII = 0,548976 pa = 0,823467 pb. 
| rt. = i + Phy = 0,558532 pa = 0,837798 pb , 
S 2 
de: am 1 N A Se = 
Bee LE (2%, — 2 Cl = 0,073627 pa = 0,110440 pb , 


ary = vry + vry = 0.632159 pa = 0,948238 pù . 
Die an den vier Ecken angreifenden, abwärts gerichteten Einzelkräfte 


haben schließlich die Größe 


EEE T >L = —0, 10951 pab . 


Tafel 3. 


Die Spannungsmomente der frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten Platte 
mit dem Längenverhältnis b : a = 2:3. 


Z S | Sr | sy | try 
Sp en == n 
| — 0,054758 pa? 
E | 1 | Geh D H 
7 | H = —0,123206 pb? 
ké | 0,056203 pa? | 0,082319 pa? | —0,025433 pu? 
2 2 | =0,126457 pb? | = 0,185218 pb? | = —0,057224 pi? 
D PR -0,063723 pa? 0,106076 pa? ` Se? 
2 | = 0,143377 pb? | = 0,238671 pb? 
we 0,075023 pa? B 0,105149 pa? er 
2 | = 0,168802 pb? | = 0,236585 pb” 
o | o | 0085838 pa? 0, 137167 pa? pi 


= 0,193136 pb? = 0,308626 pb? 
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2. Untersuchung von Platten 
mit dem Seitenverhältnis 2:1, 3:1, 4:1. 
In ähnlicher Weise ist die Untersuchung von Platten mit dem 
Seitenverhältnis 2:1, 3:], 4:1 durchgeführt worden. Die für die 
inneren Knotenpunkte ermittelten Werte 


SE SH SE 
= hb ce? c2 
DN r - r ` X = 
É Se = — N- — Su = — N — te, = — N en 
3 Ei c x2 3 Yy € y: 3 zı € P F: y 
sind mit den Randwerten 
t + 
Ur, Ur, Az; Du: Vy, Ay 


in den Tafeln 4, 5, 6 vereinigt. 
Für jedes Seitenverhältnis sind außerdem die an den Ecken an- 
greifenden Zugkräfte Č und die Mittelkräfte 


+b +a 
Aa sm (ës di, A= Io, dn 
Íb Zu 


der Auflagerwiderstände jedes Randes angegeben. 
Diese Tafeln können für die Querschnittsbemessung unmittelbar 
benutzt werden. 
Tafel 4. 


Der Spannungsverlauf in der frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten Platte 
mit dem Längenverhältnis b : «a = 2:1. 


"5 N | Eo sa ] ES SE Man 
SCH | +1 | +7 | +7 | +7 | 0 | Faktor 
-| | E K mc) ae 
x |: | = 0,074845 0.127176 0,156235 0,165398 “xz 
Sp | y 
aan k Ke 0,16685 ` 0,28652 0,35380 0,37522 ga? 
si — 0,09005 0,09309 0,07958 0,07331 pa? 
| | papam 
Bi = 0,053989. 0,091362: 0,112010 0,118496 Le: 
Ee Ga SS ~= 0,13253 0,22219 | 0,27114 0,28637 pa? 
S wéi KS EE 0,06646 0,06690  0,05665 | 0,05189  pa* 
Lei ` — 0,04451 —0,02349 01308 | — pa? 
a | Gi = 0,6480 0,8282 0,9055 0,9269 pa 
zei u 0,0931 0,093 7 0,0793 0,0727 po 
| | — 0,7411 0,9219 0,9848 0,9996 pa 


S ENGEN 
Sch 0 vy | 0,1261 pa | 
la | 


„0,8899 pa = 3,2490 pa? 
` | A,= 1,3557 pa? 
w ‚0,6480 pa 40 = —1,2094 pa? 


y 
4 0,0931 pa 
a, | 0,7411 pa 


Tafel 5. 


Die frei aufliegende, gleichmäßig belastete Platte mit dem Längenverhältnis b :a =3:1. 


| Şi + | +7 | e S | + z 4 H o Faktor 
— e e e CR td = = BEER Sg E ES ee E on m 
t ! H H A 
— | 00761 ` 0,133823 | 0,169351 | 0,189797 0,200086 | 0,203194 | Pr 
z | — | 0,17333 | 0,302209 0,38452 0,43222 0,45628 0,46356 pa? 
» | — | O08559 | 0,08274 | 0,06033 0,04063 0,02873 0,02486 pa? 
Le | 0055944 | 0096061 | 0121286 | 0,135769 0,143051 | 0,145248 | e 
| mg 0,13711 02330 | 0,29288 | 0,32697 0,34406 | 0,34921 | pa? 
gg 0,063 31 0,05957 0,04296 0,02881 0,02034 0,01758 pa 
al = — 0,03123 | — 002141 | — 0,01306 mmm | —0,00313 | — || pe 
! d ee . S Bees EH ES SE EEE | Il 
“or Ee 
Ei s | 0,6508 0,8356 0,9217 0.9616 0,9788 0,9836 | pa 
| 00886 | 0,0834 0,0601 0,0403 0,0285 0,046 | pa 
— j 07394 | 0,9190 0,9818 1,0019 | 1,0073 1,0082 | pa 
ear E EE, S E ie ES Sek E 


e Bi 
0,7678 pa 
0,1198 pa 


| 0,8876 Di D SS 5,2523 pa: 


z= 


== A,= 1,3742 pa? 
i 0,6508 pa | £C = —1,2530 pa? 
d 0,0886 pa 
` 0,7394 pa 


"ott USSTNESFy0S1 oa Soup Iy unsum Zap Snug Aq 


Tafel 6. 
Die frei aufliegende, gleichmäßig belastete Platte mit dem Längenverhältnis Ddra=4:l. 


6 | 5 4 3 | 2 1 


1 | a | 8 i 3 | E | 3 | & 0 Faktor 
i | IERCH aka Of Ae E = a rue ` j 
| | | | pai 
— | 0,077813! 0,134419 | 0,170366; 0,191781) 0,203894; 0,210402! 0,213543! 0,214472. R 


| 


— 0,17380 | 0,30326 0,386 90 0,43687 | 0,46520 0,48044 0,48780 | 0,49003 | par 
| 


e 0,08522 ` 0,08184 | 0,05852 | 0,03721 | 0,02242 | 0,01346 | 0,00885 | 0,00743 | pa 
| | | 
4 4 
| 0,096412| 0,122003| 0.137173) 0,145744! 0,150347| 0,152568 | 0.163219) Er 
) I | D 


| | 
0,13745 | 0,23402 | 0,29456 0,33026 | 0,35038 0,36117 | 0,36634 | 0,36786 || pa? 


0,06305 | 0,05893 0,041 69 0,02639 0,01587 0,00953 | 0,00628 | 0,00521 | pa? 


— 0,00587 |—0,00326 |—- 0,00169 |—0,00071 | | pa? 


-0,02351 —-0,01620 |— 0,01006 | 
0,6510 | 0,8359 | 0,9225 | 0,9633 | 0,9825 — 0,9914 | 0,9952 [0,9963 | pa 
0,0883 | 0,0825 | 0,0584 | 0,0370 | 0,0222 | 0,0183 | 0,0088 | 0,0073 | pa 
0,7393 0,9184 | 0,9809 1,0003 J,0047 | 1,0047 | 1,0040 1,0036 | pa 


| 
— | 0,056 087 
| 
| 
| 


Í 


| 0,7680 pa 
0,1193 pa 


ty | 0,8873 pa A, 7,2553 pa? 
a ES SC A,= 1,3729 pa? 
| 0,6510 pa | 4C = — 1,2564 pa? 


0,0883 pa | 
0,7393 pa 
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Um den Einfluß des Seitenverhältnisses auf die Spannuugsvertei- 
lung zu beleuchten, sind zunächst die für den Mittelpunkt der Platte 
gültigen Werte `. Sz, Sy unter Zugrundelegung der gleichen Spann- 
weite o für verschiedene Spannweiten 5 in der Tafel 7 zusammengestellt 
und in Abb. 33 aufgetragen. 

Die Schaulinien zeigen, daß die Durchbiegung des Mittelpunktes um 
so größer ausfällt, je größer die Länge der Platte im Vergleich zu ihrer 
Breite ist: der Zuwachs der Durchbiegung vollzieht sich aber immer 


b d 
langsamer und ist, sobald cx > 3 wird, kaum merklich. Der Grenzwert 
4 
5 = 0,2289 Le gilt für eine Platte, die nur in einer Richtung gestützt 


un 


Sx 


Es 019005 pa? 


0:4 

Abb. 33. Die Durchbiegung und die Spannungsmomente des Mittelpunktes 

gleichmäßig belasteter, frei aufliegender Platten bei verschiedenen Längen- 
verhältnissen. 


und in der anderen unendlich ausgedehnt ist, er wird bei den Seiten- 
b 
verhältnissen R 4 fast erreicht. 


Für die Beurteilung der Biegungsbeanspruchung vor dem Bruch 
sind die Grenzwerte der Momente 


von entscheidender Bedeutung. Die für den Mittelpunkt der Platte 
in Betracht kommenden Werte sind aus der Tafel 7 zu entnehmen. 
Die zugehörigen Schaulinien in der Abb. 33 lassen einen ähnlichen 
Einfluß des Seitenverhältnisses auf die Spannungsverteilung wie auf 
die Durchbiegung erkennen: je mehr die Länge b im Vergleich zur 
Breite o wächst, um so größer werden die Momente s, der kürzeren, 
um so kleiner die Momente $, der längeren Spannrichtung, um so be- 
deutender ist der Anteil A,der Belastung, welcher auf die näher liegenden 
längeren Ränder entfällt, um so geringer ist der von den kürzeren, von- 
einander am meisten entfernten Rändern geleistete Auflagerwiderstand A. 
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Die Verteilung der Momente s,, s, längs der Mittellinien ist durch 
die Abb. 34 und 34a veranschaulicht. Sie zeigen, daß die Momente s; 
der kürzeren Spannrichtung auf einer längeren Strecke keine merklichen 


D 
S 


34 und 34a. Die Biegungsmomente der Mittellinien ringsum frei aufliegender, gleichmäßig 
belasteter rechteckiger Platten bei verschiedenen Längenverhältnissen. 


Abb. 


VI 


N 
S SIEBEN < 
N E SS S SS a S A 


Unterschiede aufweisen und erst in der Nähe der schmalen Ränder 
rascher abnehmen, während die Momente der längeren Spannrichtung 
im Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der Ecken ihren Größtwert 
und im Mittelpunkt der Platte ihren Kleinstwert erreichen. 

Marcus, Platten. 6 
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Tafel 7. 


Die Verschiebungen und Spannungsmomente des Mittelpunktes gleichmäßig 
belasteter Platten bei verschiedenen Längenverhältnissen. 


ba | $ Sr | Sy 
i 4 
1 | 0,064876 be 0,14554 pa? | 0,14554 pa? 
| t | 
pat 2 į < 2 
2 eme 0,37522 pa? 0,07331 pa? 
| 4 ! 
3 | 020319 ÊS 0,46356 pa? | 0,02486 pa? 
| j | 
4 0,214472 f2- 0,49003 pa? 0,00743 pa? 
4 } 
œ 0,228938 £ 05 pè 0 pa? 


3. Vergleich der genauen Werte mit den Ergebnissen 
der üblichen Näherungsrechnungen. 

Der Vorteil der genaueren Untersuchung der Platte tritt deutlich 
in Erscheinung, wenn man ihre Ergebnisse mit denjenigen der üblichen 
Näherungsberechnungen vergleicht. 

Ersetzt man nämlich die Platte durch zwei Reihen von Streifen mit 
den Spannweiten Zo und 2b und weist man diesen Streifen entspre- 
chend den deutschen Bestimmungen für die Berechnung kreuzweise 
bewehrter Platten die Lastanteile 

E a*t 
BIT BITTER 
zu, so entstehen in der Mitte der Streifen, wenn letztere als einfache 
Balken betrachtet werden, die Momente 

2 a)2 SEH EH Sol 
Hz = Pz EC Kat pa 2 1 7 Ky = Py i, tg Daa Ca, 
2 (at + ba 8 2 foi + ba 


Auf Grund dieser Formeln erhält man 


Pe ze P 


fürb:a=1:l:,=-025 pa, m=025 pa, 
für b: a = 2:1 : uy = 0,4706 pa?, u, = 0,1176 pa, 
für b : a = 3:1 : us = 0,4939 pa?, uy = 0,0549 pa? , 
für b : a = 4:1 : us = 0,4981 pa?, uy = 0,0312 po, 
für b:a =% : u, =0,5 pa, m=0,0 pæ. 


Werden hingegen entsprechend den schweizerischen Bestimmungen die 
Lastanteile nach den Gleichungen 
D 2. ,_ Pæ 
Pa = ESCH n= ELF 
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bemessen und die zugehörigen Momente mit Hilfe der Formeln 


bestimmt, so ergibt sich 


für d:a = 1:1: u, = u= 0,25 pa, 
für b : a = 2:1 : u, = uy = 0.40 pæ, 
für b: a = 3:1: u = uy = 0,45 pa, 
für b: a = 4:1 : u, = uy = 0,4706 pa?, 


für d:a =o : fiz = Dn = 0,50 pa. 


Die Werte Uz, Uy, Hz und uy sind in Abb. 35 aufgetragen. Der Ver- 
gleich mit den genauen Werten s; und s, zeigt, daß die nach den Nähe- 
rungsformeln errechneten Momente u um so mehr von den wirklichen 
Momenten s$ abweichen, je weniger 
sich die Seitenlängen a und b von- 
einander unterscheiden. 

Für b : a = 1 liefern die deut- 
schen sowohl wie die schweize- 
rischen Bestimmungen Größen, die 
um mehr als 70 v. H. höher sind 
als die genauen Werte: hierbei sind 
nur die in dem Plattenmittelpunkt 
auftretenden Maximalmomente in 
Betracht gezogen, für die übrigen 
Punkte der Mittellinien, die sich 
mehr den Rändern nähern, sind 


die wirklichen Momente noch we- ” KS 

sentlich geringer als die nach den ** Te. 

Näherungsformeln errechneten. Ka Perm 
Sobald aber das Seitenverhältnis 5 


Abb. 35. Vergleich der genauen und der 
Näherungswerte für die Spannungsmo- 


zwischen den genauen und den Nä- mente rechteckiger Platten. 
herungswerten sehr rasch ab: da die 

Hauptspannungen dann vorwiegend der kürzeren Spannrichtung 
folgen und die Platten fast nur als Balken wirken, so ist die Überein- 
stimmung in den Ergebnissen der Rechnungsverfahren leicht zu er- 
klären. 

Die schweizerischen Bestimmungen passen sich besser als die deut- 
schen der Plattentheorie an, jedoch nur, soweit die Momente s, der 
kürzeren Spannrichtung in Betracht kommen: bei den Momenten sy 
hingegen sind die deutschen Vorschriften zuverlässiger, während die 

6* 


SC 2 ist, nimmt der Unterschied 
t 
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nach den schweizerischen Formeln errechneten Werte ein völlig falsches 
Bild der Spannungsverteilung liefern. 

Bei hohen Belastungsstufen tritt allerdings eine merkliche Ver- 
änderung des Spannungsbildes insofern ein, als die sehr erheblich be- 
anspruchten Querstreifen nicht mehr die gleiche Steifigkeit wie die 
weniger angestrengten Längsstreifen besitzen und von den letzteren 
in stärkerem Maße unterstützt und entlastet werden, bis sich die Span- 
nungsmomente Sz und sy nahezu ausgleichen: dieser Ausgleich, der be- 
sonders die Bruchsicherheit von Eisenbetonplatten wesentlich beein- 
flußt!), wird in den schweizerischen Vorschriften berücksichtigt. 

Für die Beurteilung der Brauchbarkeit der Näherungsformeln ist 
auch die Art der Verteilung der Belastung auf die Randunterlagen von 
wesentlicher Bedeutung. Folgt man den deutschen Vorschriften, so 
muß den zur v-Achse senkrecht stehenden Randträgern die Belastung 
pab 
as + bt 
und den zur x-Achse parallel lie- 
genden Randträgern die Belastung 


de = U Pr = 


pba' 
oi + bi 
zugewiesen werden. Vonder Platten- 
belastung Q 


ay = b py = 


= 4pab 
entfallen somit auf die Rand- 
träger die Anteile 


4 op Ob 
Agr E ai D Cta = 2 ai n Hi 
4 
a 
TER. E-a 
94 A,=2uaa, arm 


Die schweizerischen Vorschriften 


A 

w liefern hingegen 
Abb. 36. Vergleich der genauen und der Q b2 
Näherungswerte für die Auflagerkräfte A, = 


2 aè + 08’ 
Q oi 
FE 2a +08 

Die Werte A,, Ay, Az, Ay für verschiedene Verhältnisse der Seiten- 
längen sind in der Tafel 8 zusammengestellt und in Abb. 36 aufgetragen. 
Zum Vergleich sind auch die in der genauen Untersuchung ermittelten 
richtigen Größen A,, A, mit den zugehörigen, an den Ecken angreifen- 
den Zugkräften C angeführt. 


rechteckiger Platten. 
A, = 


1) Vgl. Nielsen: Die Berechnung der Bruchspannungen in kreuzarmierten 
Eisenbetonplatten. Bauing. 1921, H. 15. 
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Tafel 9 
Die Auflagerkräfte gleichmäßig belasteter Platten bei verschiedenen 
Längenverhältnissen. 


1 2 3 4 æ Faktor, Bemerkungen 


A, | 0,3094 0,4061 WË 0,4535 


Í 05 Q Die Näherungs- 

j d| 0,25 0.4706 0,4939 0,4981 05 Q werte da, A, bzw. 

| d! 0,25 040 | 045 0,4706 05 Q AL A sind auf 

bi 0.3094 0,1694 0,1145 | 0,0855 — Q Grund der deut- 
4,! 0.25 0,0294 0,0061 0,0019 — Q schen bzw. schwei- 

\ 4, 0,25 0.10 | 0,05 0,0294 — Q zerisch. Näherungs- 
ce © —0,2375 ` — 0,1312 | —0,1044 | - 0,0785 : — Q formeln errechnet. 


Während die genaue Berechnung für die Beanspruchung der Platte 
kleinere Werte als die Näherungsverfahren lieferte, sind umgekehrt die 
Randbelastungen bei der strengen Untersuchung nicht unerheblich 
größer als bei der vereinfachten Berechnung. Die Abweichung zwischen 
den Ergebnissen der genauen und der angenäherten Ermittlung der 
Auflagerwiderstände ist um so bedeutender, je weniger sich die Seiten- 
längen o und b voneinander unterscheiden. Die Plattenwirkung tritt 
nämlich um so stärker in Erscheinung, je mehr sich die Plattengestalt 
dem Quadrat nähert: die Randdrillungsmomente sind dann um so 
größer und erfordern, um ein Abheben der Platte aus der Randunterlage 
zu verhindern, einen entsprechend kräftigen Widerstand C. Ist die 
Platte aber ziemlich lang gestreckt, so stimmen die genauen und die 
Näherungswerte gut miteinander überein, allerdings nur insofern, als 
die Auflagerwiderstände der kürzeren Spannrichtung in Betracht ge- 
zogen werden. Für die andere Richtung hingegen liefert die strengere 
Untersuchung merklich größere Werte als die beiden Näherungsverfahren. 

Die vorstehenden Gegenüberstellungen zeigen, daß eine richtige 
Erkenntnis der Tragfähigkeit und eine wirtschaftliche Querschnitts- 
bemessung bei Platten von annähernd gleichen Seitenlängen sich auf 
die genaue Berechnung stützen müssen. Die letztere ist auch bei läng- 
lichen Platten unentbehrlich, wenn der Spannungszustand in der Nähe 
der kurzen Ränder und die Größe der Auflagerwiderstände an dieser 
Stelle bestimmt werden sollen: für den mittleren Bereich der Platte 
und die langen Ränder erscheinen indessen die Ergebnisse der Nähe- 
rungsverfahren ausreichend zuverlässig. 


4. Neue Formeln für die vereinfachte Berechnung 
frei aufliegender Platten. 
Die bisherigen Versuche, eine einfache Formel für die Berechnung 
der Biegungsmomente einer Platte zu entwickeln, gehen meistens von 
der Annahme aus, daß es möglich ist, die Platte durch zwei Scharen 
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sich rechtwinklig kreuzender Balken zu ersetzen und den auf jede Schar 
entfallenden Anteil der Belastung von vornherein zu bestimmen. 

Diese Annahme widerspricht jedoch den grundlegenden Gleich- 
gewichtsgleichungen der Platte und führt zu Ergebnissen, die um so 
weniger als zuverlässig zu betrachten sind, je geringer der Unterschied 
zwischen den Seitenlängen a und b ist und je stärker die eigentliche 
Plattenwirkung in Erscheinung tritt. 

Wird nämlich ein der x-Achse parallel laufender Streifen als Balken 
aufgefaßt und ihm die Belastung Pz zugewiesen, so gilt für die zugehörige 
elastische Linie die bekannte Gleichung 

Ma 12 m? Pz 
Cette CH 


Für die Streifen in der y-Richtung mit der Belastung py besteht ebenso 
die Beziehung DE m Py 


Sab ` al AN" 
Es ist also auch 4 
tt Bi m? (Pe + Py) 


Cash Gi m’—l N 


Die Plattentheorie liefert aber 


Aus den beiden vorstehenden Gleichungen folgt 


SEAN NO 
CG d'Adem (» — 23 RI E) . 

Hieraus erkennt man, daß sich die Summe der Lastanteile Py und Py 
selbst im Grenzfalle m = œo durchaus nicht mit der tatsächlichen Be- 
lastung p der Platte deckt. 

Die auf der Annahme Pz + Py = p aufgebauten Näherungsberech- 
nungen können daher weder ein richtiges Bild der Spannungsverteilung 
geben noch die auf die Ränder übertragenen Kräfte mit ausreichender 
Sicherheit bestimmen. 

Will man die Formänderung eines Streifens genauer verfolgen, so 
darf man nicht außer acht lassen, daß in den seitlichen Abgrenzungs- 
ebenen dieses Streifens nicht allein die lotrechten Scherkräfte v, sondern 
auch die von den wagerechten Schubspannungen gebildeten Kräfte- 
paare tzy auftreten. Handelt es sich beispielsweise um einen der x-Achse 
parallel liegenden Streifen von der Breite d y (Abb. 37), so wird er außer 
durch die Belastung p dy einerseits durch die Scherkräfte vy und durch 


a 
die Momente tzy, andererseits durch die Kräfte vy + aw dy und die 
y 
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SS A ĉ tzy S e 
Kräftepaare tzy + Er dy beansprucht. Die tatsächliche Belastung 


eines Streifens von der Länge dx setzt sich also aus der Kraft 
; ga, GEN 
A, dy dx = dg | pdy — E ) = (2- = *)dadı 
z i l Pid bad dair a) y 


c 
und dem Kräftepaar et 2 dnudr zusammen. Für die Flächeneinheit 


des Streifens ist mithin 


di 
Ze = P — Bien Bm 
Y AN 
Ebenso ergibt sich für den Streifen Y._. 
in der y-Richtung e (ën Zen 
v. j 
Ty = p — CC 5 | l EE 
und insgesamt ýz 
ôv, ev er 
aa Bee e z u Abb. 37. 
Ar T y H ( ey T ey ) k 
Da auf Grund der Gleichgewichtsgleichung für das Plattenelement 
0% , Cp 
ër ` ôy ` p 


sein muß, so erhält man i 
Nz T yS P. 

Hieraus erkennt man, daß im Gegensatz zu der Größe (ps + py) 
die Summe (72, + 7) mit der jeweiligen Belastung p übereinstimmt. 
Für die Durchbiegung der x- und y-Streifen kommen jedoch auch die 


êt ĉt 
Kräftepaare =~" und == i 
ĉy ôx 


in Betracht; ihr Anteil ist wohl in Pz und Du, 


nicht aber in a, und 7, inbegriffen. Zwischen p, und x, besteht derselbe 
Unterschied wie zwischen den tatsächlichen Auflagerwiderständen a, 
und den Randscherkräften vs. Die bisherigen Untersuchungen haben 
in der Tat gezeigt, daß sich die Summe 2 (Az + Ay) der Auflagerwider- 
stände a, und a, sich ebensowenig mit der gesamten Plattenbelastung Q 
deckt wie die Summe der wirksamen Lastanteile Ps + Py mit der wirk- 
lichen Belastung p. Der Unterschied 
2(4.+4)—-Q=—4C 

wird eben durch diejenigen, an den Ecken angreifenden Einzelkräfte C 
ausgeglichen, die mit den zusätzlichen, von den Drillungsmomenten 
abhängigen Auflagerwiderständen 


im Gleichgewicht stehen. 
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Diese Kräfte C mit den zugehörigen Widerständen ze und vy müssen 
auch bei einer angenäherten Berechnung der Platte als statisch unbe- 
stimmte Größen aufgefaßt werden, weil die Gleichgewichtsbedingungen 
nicht ausreichen, um auch nur die 
Summe dieser Kräfte festzulegen. 

Die Näherungsverfahren schalten 
durch die Zerlegung der Platte in 
Balken gerade diejenigen Drillungs- 
momente aus, welche einen merk- 
lichen Einfluß auf die Formänderung, 
die Beanspruchung und die Verteilung 
der Randwiderstände ausüben. 

Dieser Einfluß ist besonders bei 
Platten, deren Seitenlängen sich wenig 
voneinander unterscheiden, von er- 
heblicher Bedeutung. 

Abb. 38. Die Eckkräfte erreichen bei der 

quadratischen gleichmäßig belasteten 

Platte fast ein Viertel der gesamten Belastung. Um die Größe ihrer 

Wirkung zu erkennen, ist in der Abb. 38 die Verteilung dieser Kräfte 

und der zugehörigen Widerstände vy und vy dargestellt. Sie bilden für 
sich eine Gleichgewichtsgruppe und es ist daher 


+b 
| vedy = N =—C, 
=b 
ra 
| vde = Hi = fl, 
KÉ 
2V + 2V, +4l0=0. 
Der Mittelschnitt ZF der Platte wird hierbei durch das Moment 
e Le 
M, = 2C + V, b +2- 1) 
beansprucht. Wird für den Schwerpunktsabstand A das Maß 7 = 2 
genommen und @ = b gesetzt, so erhält man 
M,„=3a(Ü 


und als Durchschnittswert der Spannungsmomente ze längs der Linie 
EF =2a: 


Mm 5 
wi, 


Da für die quadratische Platte 
C = — 0,2375 pa? 
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ist, so ergibt sich schließlich 
Sz = 5035 pa? = a —0,075 pa? . 


Der Durchschnittswert der Momente s, unter der Einwirkung der 
Belastung und der gesamten Auflagerkräfte ist hingegen 


Ss = ~ Ẹ -0,1892 pa? = ~ 0,125 pa. 


Würde man die Gruppe C, Vz, Vy ausschalten, so würde also das 
mittlere Biegungsmoment den Wert 


Ss = (0,075 + 0,125) pa? = 0,2 pa? 


erreichen und hiermit eine 60proz. Steigerung erfahren. 

Dieser Zahlenvergleich beweist, daß auch der mittelbare Einfluß 
der Drillungsmomente nicht unterschätzt werden darf und gibt für 
den erheblichen Unterschied, der besonders bei den quadratischen 
Platten zwischen den Ergebnissen der genauen Untersuchung und der 
Näherungsverfahren besteht, eine ausreichende Erklärung. 

Um diese Näherungslösungen, die eine wesentliche Vereinfachung 
der Berechnung ermöglichen, verwenden zu können, ist es notwendig, 
sie durch Formeln, in welchen der Einfluß der Drillungsmomente zum 
Ausdruck kommt, zu berichtigen und zu ergänzen. Die im Abschnitt IX 
durchgeführten Untersuchungen von Platten mit gebogenen Rändern 
und spannungsfreien Randflächen liefern die Grundlage, auf welcher 
eine genaue Berechnung der Formänderungen und Beanspruchungen, 
welche durch die Randdrillungsmomente hervorgerufen werden, auf- 
gebaut sein muß. Die Ergebnisse dieser genauen Berechnung lassen 
sich aber nicht in einer geschlossenen, leicht verwendbaren Formel 
zusammenfassen. 

Man gelangt eher zum Ziele, wenn man an Stelle des Näherungs- 
verfahrens möglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln 
sucht, welche für die verschiedenen Verhältnisse der Seitenlängen Werte 
liefern, die sich mit den bekannten richtigen Werten ausreichend decken. 
Die Untersuchungen, die ich in dieser Richtung angestellt habe, führen 
zu den folgenden Ergebnissen: 

I. Interpolationsformeln für die Auflagerkräfte: 


+5 
Be; Wl 3a 

Ze So s= -TT 

+a Q S 

2 o 

A4 =|ade=ž -3S 

-4 

Q e 

C = RE € 
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II. Interpolationsformeln für die Biegungsmomente der Mittellinien: 


+b 

S Q 3 a 
M, = |s:dy = SÉIER sl 

=» 

+a Q 

; l 
Anlage ZA Di 


UL. Interpolationsformeln für die Spannungsmomente des Platten- 
mittelpunktes: 


Unter a ist hierbei immer die kürzere Seitenlänge zu verstehen. 

Die auf Grund dieser Formeln errechneten Größen sind in der Tafel 9 
neben den vorhin für m = 1" ermittelten genauen Werten zusammen- 
gestellt. 


Tafel 9. 


Zusammenstellung der genauen und angenäherten Werte der Auflagerkräfte 
und Spannungsmomente gleichmäßig belasteter Platten bei verschiedenen 
Längenverhältnissen. 


bot H 2 | 3 ! 4 | oa | Faktor Bemerkungen 
B | 


(4 | 0,3094 | 0,4061 0,4377 0,4535 10,5 | Q | DieNäherungs- 
42 | 0,3125 | 0,40125 | 0,4375 | 0,45312310,5 | Q werte di, Ai, 
ln pn nn éis, rs RS, 
fA, | 0,3094 | 0,1694 | 01145 | 0,0858 1 — | d Is, e sindauf 
d |Grun: 


\At | 0,3125 | 0,15625 | 0,10417 0,07813 | — Fa ea 
E —0,2375 | 0,1512 |—0,1044 |-0,0785 | — | OR Pa 
c* |—0,25 |—0,125 |—0,0833 |—0,0625 | — | Qj4 ee 
1 REN Sher errechnet. 


ké 0,0625 0,15456 0,18746 0,20354 0,25 Qa 
Mz | 0,0625 0,15625 0,1875 0,203125| 0,25 Qa | 


er br: ea ii 
(Au. 0,0625 0,01549 | 0,006507| 0,003837| — | Qb | 
LAG | 0,0625 | 0,015625| 0,006944 0,003906 — | Qb | 
5s | 0,14557| 0,37522 | 0,46356 | 0,49003 |0,5 | pa? | 
= | ous 0,375 0,42777 | 0,45 |0,5 | pa? | 
[3 0,14557| 0,07331 | 0,02486 | 0,00743 | — | pa? 
s | 015 0,075 0,05 0025 | — | pa? 
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Der Vergleich der gegenüberstehenden Reihen zeigt eine recht gute 
Übereinstimmung zwischen den beiden Ergebnissen; sie besteht vor 


re E b u 
allem für diejenigen Längenverhältnisse 1 vs <2, bei denen die 


eigentliche Plattenwirkung am stärksten ausgeprägt ist, und tritt be- 
sonders bei den größten Auflagerkräften A, und den größten Spannungs- 
momenten sz und M, hervor!). Die neuen Formeln können daher als 
eine weit bessere Grundlage für die vereinfachte Berechnung von Platten 
als die bisherigen Näherungsverfahren betrachtet werden. Ihre Zuver- 
lässigkeit ist im einer Gesetzmäßigkeit begründet, die aus der genauen 
Untersuchung nicht unmittelbar abgeleitet werden kann und eine ein- 
gehendere Prüfung verdient. 

Die Näherungsformeln zeigen nämlich, daß die von den Rand- 
drillungsmomenten abhängigen Eckkräfte 

Q a pa: 


re, 


bei gleicher Spannweite a und wachsenden Längen b im wesentlichen 
unverändert bleiben und nur von der kürzeren Länge o abhängig sind. 
Ebenso sind die Momente in der Längsrichtung 


a? pa? 
5 »& 5 


Au se nr Si = — DO 
wenig veränderlich und eigentlich allein durch die Spannweite o beein- 
flußt. 


Schaltet man die Eckkräfte C und die zugehörigen Widerstände e 
aus, so bleiben die Randscherkräfte 


Vz = dz + C = L (2—1) =2pab— pe, 


.— = pa, 


D Für b > 2a sind die nach der Interpolationsformel errechneten Näherungs- 
werte M, um weniger als 10 v. H. höher als die genauen Werte der größten über- 
haupt in der Platte vorkommenden Momente M,. Die letzteren treten in den 
durch den Schnittpunkt der Winkelhalbierenden gelegten Querschnitten y = + (b—a) 
auf und unterscheiden sich von den Biegungsmomenten My des Mittelschnittes 
y = 0 um höchstens 10 v, H. 
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welche mit der Belastung Q = 4 pab im Gleichgewicht stehen, übrig. 
Ihre Größe deckt sich unmittelbar mit dem Inhalt der Flächen 


EN 
a“ 
F= 2 (av — 5) ; 


in welche die Grundfläche der Platte durch die Mittellinien und «durch 
die Winkelhalbierenden der Ecken zerlegt wird (Abb. 39). Um die 
von den Randträgern aufzunehmenden Bela- 
stungen näherungsweise festzustellen, hat man 
also jeder Kante lediglich denjenigen Abschnitt, 
welcher durch die benachbarten Winkelhalbie- 
renden begrenzt wird, zuzuweisen. Hiermit ist 
für die Darstellung der Lastverteilung ein be- 
sonders einfaches und anschauliches Bild ge- 
wonnen, aus welchem leicht zu erkennen ist, daß 
selbst bei langgestreckten Platten die kurzen 
Ränder immer einen bestimmten Teil der Be- 
lastung zu tragen haben und daß auch in der 
Längsrichtung die Biegungsmomente, so klein 
wie sie sein mögen, nicht gänzlich verschwinden 
dürfen. 

Es sei schließlich bemerkt, daß die Anwendung der neuen Inter- 
polationsformeln eine sparsamere Querschnittsbemessung, als es die 
bisherigen Vorschriften zuließen, gestattet. Da die Versuche nach- 
gewiesen haben, daß für die Bruchsicherheit nicht der Größt-, sondern 
der Durehschnittswert der in einem Bereiche auftretenden Spannungen 
ausschlaggebend ist, so läßt sich zumindest der erforderliche Eisen- 
bedarf kreuzweise bewehrter Platten mit ausreichender Genauigkeit aus 
den Durchschnittswerten der Biegungsmomente 
Mz _ M, 
an: "wS 77 
ableiten. Die neuen Formeln liefern 


Q SI 3 a = 3 à 
Mg TE: 


Abb. 39. 


Mr = 


shi 4b 2 
Q a pa 
my, 
Man erhält insbesondere 
für b:a = 1:1: m, = ei = 0,125 pa? = my, 


für b:a = 2:1:m, = Ñy pa? = 0,3125 pa’, m, = 0,125 pa?, 
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während beispielsweise nach den deutschen Vorschriften bei dem Längen- 
verhältnis 
b:a=1:l mit m, = m, = 0,25 pa?, 
b:a=2:1 mit m, = 0,4706 pa?, m, = 0,070 pa? 
gerechnet werden muß. 
Die genaue Untersuchung bietet also die Möglichkeit, den Eisen- 
aufwand um die Hälfte oder wenigstens um ein Drittel zu verringern 
und eine weit wirtschaftlichere Querschnittsbemessung zu erzielen. 


S 10. Der Einfluß der Querschnittsveränderlichkeit. 


1. Die Gleichung der elastischen Fläche. 

Die bisherigen Untersuchungen sind unter der Voraussetzung durch- 
geführt worden, daß die Platte eben ist und überall die gleiche Steifig- 
keit besitzt. 

Ist die Plattenhöhe veränderlich oder bei gleichbleibender Platten- 
stärke die auf die Flächeneinheit des Querschnittes bezogene Be- 
wehrungsmenge von Stelle zu Stelle verschieden, so muß unter Um- 
ständen auch der Einfluß der wechselnden Plattensteifigkeit in Betracht 
gezogen werden. 

Die einzige Beziehung, in welcher die Wirkung der Plattensteifigkeit 
nicht unmittelbar in Erscheinung tritt, ist die früher abgeleitete Grund- 
gleichung des Gleichgewichtes für ein Plattenelement: 


di 52 62 
Fr, a try f ch 
Gë ` ögzõy êy? 


Werden in diese Gleichung für die Spannungsmomente die Werte 


LAR z Cé + 
EE a b Eg 
[en 
02" m Oy“ 
‚(es 1. 
Sy Lee — A Ke: E ee zaj? 
cyt mc 
, m—l CC 
bag mp cf E T 
m cxcy 


eingesetzt und die Differentiation unter Berücksichtigung der Ver- 
änderlichkeit von N durchgeführt, so erhält man 


’ êN GC 3 ôN ð ? . 
- NPerat+2 Er Pot HK EE, 
p N é + | ZS 22 Tr ey ey 5 + > 
m—]1/20N 85 oN CZ e@N CZ 
Toe de Ind öm ipm Jp JE 
m \dzöy Cxdy dë oy y? 6x 
Beachtet man aber, daß 
S 3 BE [ON ĉ ôN ô z 8 
SUN DS se NTSESE dE ZS age ran pr 
Pei EEE Pré L 
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ist, so kann man die allgemeine Gleichung der elastischen Fläche in 


der Form as ËSOU PRO HR (75) 
schreiben. Hierbei ist das Restglied 
-1PRaN ËE 3N ër GN t T 
r=” ` -3a Ja ser ga). (Ma) 
m ĉxõy xy ôx? ôy ôy? ôx 


Man könnte obne weiteres die partielle Differentialgleichung (75) 
durch partielle Differenzengleichungen vierter Ordnung ersetzen. Die 
Auflösung der letzteren würde aber in den meisten Fällen erhebliche 
Schwierigkeiten bereiten, weil in jeder für einen Knotenpunkt aufzu- 
schreibenden Gleichung die 13 Ordinaten der zu diesem Punkte ge- 
hörigen Punktgruppe als Unbekannte erscheinen. 

Die Integration der Hauptgleichung (75) wird wesentlich erleichtert, 
wenn die Querschnittsveränderlichkeit einem einfachen Gesetz folgt. 
In den meisten Fällen wird es, um den Einfluß der wechselnden Platten- 
steifigkeit zu beurteilen, genügen, als Gleichung der Querschnittsver- 
änderlichkeit den Ansatz 

v 
DEG GEREN 2) 
zu benützen. Hierbei bedeuten & und f konstante Beizahlen, N, ein 
Vergleichsmaß für die Plattensteifigkeit. 

Dieser Funktion N entspricht das Restglied R=0. Die Gleichung 
der elastischen Fläche lautet daher: 

p = P(N P20). 

—N-Vet=M, 
F2 M =p, 
Ne 


Net em — M 


Setzt man wie früher 


so ergibt sich wieder: 


Aus den ersten dieser beiden Gleichungen kann man also, ohne Rück- 
sicht auf die Querschnittsveränderlichkeit, das Moment M mit Hilfe 
des elastischen Gewebes ermitteln. Aus der zweiten lassen sich ebenso 
die Ordinaten ¢ bestimmen. Als Belastung des Gewebes kommen nur 

N 
an Stelle der Größen M die elastischen Gewichte M - ECH ; 

Ist die Platte als Umdrehungskörper ausgebildet, so wird sich in 
vielen Fällen zur Darstellung der Querschnittsveränderlichkeit der 
Ansatz 


N= x.(1 +7 SZ (76) 


Der Einfluß der Querschnittsveränderlichkeit. 95 


gut verwerten lassen. Unter y ist hierbei eine konstante Beizahl, unter 
c eine beliebige Länge zu verstehen. 
Das zugehörige Restglied ist: 


m—1 Ne 3% 
eng GEES 
m c“ 


GE m—l Ne mss E SN meh NM; 
FAN PS) EE Se Pg= (a p2 D = =» 
an. Wird nunmehr 
nr Pl, rm] _ 
m c | (77) 
y2 = wg 


gesetzt, so erkennt man wieder, daß die Funktion H obne Rücksicht auf 
die Querschnittsveränderlichkeit aus den einfachen Gleichgewichts- 
gleichungen des Gewebes ermittelt werden kann. Um jedoch die Werte € 
zu bestimmen, muß man an Stelle der obigen Differentialgleichung die 
Differenzengleichung 


N mazazi Zo om — 
Fo 


Co am — L 7 Ne - 

S d nl sm N (7 

Ay = m SN a (78) 

einführen. Sie stellt eine besondere Abart des elastischen Gewebes dar. 
Für å, = 4, erhält man die übersichtliche Beziehung 

M? 


a m— 1l A8 N 
Gr (4 + DT - D y NG 


Setzt man wie früher 


M = Sı w, 
A wm EUR. 
Ki mas N, Sa 
so ergibt sich schließlich: 
m—1l Zë Ne , w N S 
Sr (4 Lë ek Si - (zi + 2i H 2m Sal = 7 EH - (79) 


Die Bestimmung der elastischen Fläche ist also bei den beiden in 
Betracht gezogenen Querschnittsveränderlichkeitsgesetzen auf die 
Lösung zweier einfacher Differenzengleichungen zweiter Ordnung 
zurückgeführt. 
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2. Untersuchung einer ringsum frei aufliegenden, 
gleichmäßig belasteten quadratischen Platte mit 
veränderlicher Steifigkeit. 

Um die Vorteile der Zerlegung der Hauptdifferentialgleichung 
vierter Ordnung zu beleuchten, wähle ich als Beispiel die ringsum frei 
aufliegende, gleichmäßig belastete quadratische Platte mit der Quer- 
schnittsveränderlichkeit 


Es ist somit | 
Die Lösung der ersten Differenzengleichung 

V2 M = ~p 
ist bereits aus der früheren Untersuchung der Platte mit gleichbleibender 
Steifigkeit in § 7, S. 52 bekannt. Für die aus der Abb. 25 ersichtlichen 
Ordnungsziffern sind hierbei die Werte 


ang e Ea ag 2 
M, = Si wi = 309.5 272 > M, “ur S, Wg Sam 936 272 H 
mr 2. e DE 
M, = K, Wa = 483 973° M, = Sw, = 986 SEH 
mun, DAR BE E 
M, = S w = 573 973° Ma =S,w, = 11355 972° 
vu BE DEN 
M, = S w, = 601 793° AM, = Siwy = 1199 2379 
DS 2. j anm BR 
M; = 8 w = ECH Mio = Sı w ~ 1267 2379 
ermittelt worden. 
Die zweite Differentialgleichung lautet 
m—1 42 1 ir l 
z| t —— 5 | lat at Za Fn = gë e - 
m 2a Th + yi j n) i Lë l Wi + Yi: 
4a? 4a? 
oder wenn l= 
m 
1 th + Hu er 
4a ée 
m = = 
3° 


: m 2a? o 32e, 
gesetzt wird, 22 
Sr (4 x) Cen (zi als Ki -+ Zu RR Zn) = Wk 


für den Punkt 


Für das zweite Gewebe gelten mithin die 


gleichungen 


3,969 57 z, 


3,97813 10 — 425 
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Die Ausrechnung liefert der Reihe nach 
UEL AER xı = 0,03043 , 
2:8, = 0,796875, Sa = 0,02745 , 
3:8 = 0,84375 , Sa = 0,025 926 , 
4:8, = 0,859375, z, = 0,025455, 
5:85 = 0,875 x; = 0,025 3 
6:8 = 0,921 875, e = 0,023 728 , 
7: = 0,9375 , ze = 0,023 333, 
re, = 0,96875 , Se = 0,022 581, 
9:8, = 0,984375, a = 0,02222 , 
10 : & = 1,0 e Sun = 0.021875. 
folgenden Bestimmungs- 
, Dë 
—2 2 u: . d - 3 
Se 430,6 7725,5, 
Es 
= == DE? seg De 
A Se Se 606, EE 
e pi 
— Ba — ZS —2 = 679,1 — 
- ' e 272 S S 
ES 
— 122, —2z = 699,3 — S 
mn 2728,83 
wi pAr 
— 2, — 2 = 888, > 
KZ "ass, 
= pi 
en ad — z; = 1015,3 
73 3 77 2 >? 372 8,8,’ 
e pi: 
eme BS vc BI ` em E = 1051,7 — -y 
P k 272 8,8, 
s D m p La 
2, — 22% = 1172,1 3728,8,° 
pH 
— Z, — 2, — 2 = 1218,0 — i 
2 ? 20 272 8,8 
EEN 
= 1267,0 ==: 
Pet Ki Sa 
Die Auflösung dieser Gleichungsgruppe ergibt folgende Werte: 
e SÉ. se Dat 
= 3,36757 Sr 0,013155 N,’ 
5,89239 PŽ = 0,023017 X 
= > vi N == KE N, 3 


Marcus, Platten, 


c 
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Il 


e oe T E pat 
7,417070 7 = 0,028948 T- » 


Sg 
Ze 
S pi „pa 
E 2 = ER 
u = 7,91412 Fy = 0030915 e, 
T p% ` onen? 
čs = 10,40140 f- = 0,040630 7> 
j4 4 
& = 13,14717 BZ = 0,051356 E 


Ne N.’ 


pat 
N,’ 


= pi R pat 
Es = 16,66904 SC 0,065 113 Gë 


S e pi 
t, = 14,06280 => = 0,054933 


Se e RÉI pat 
E, = 17,84805 SS 0,069 719 N’ 


ya 4 
Čo = 19,11713 BE = 0.074676 T . 

Ein Vergleich mit den auf S. 53 für die Platte mit gleichbleibender 
Steifigkeit N = N, ermittelten Zahlen zeigt, daß die Platte, deren 
Stärke von dem Plattenmittelpunkt nach den Rändern abnimmt, eine 
größere Durchbiegung als die ebene Platte erfährt. Die Zunahme der 
Senkung infolge der Abschwächung der Steifigkeit beträgt im Mittel- 
punkt 15, in der Nähe der Ränder 24 v.H. 

In der nachstehenden Tafel 10 sind auch für beide Fälle die zur 
Mittellinie und zur Diagonale gehörigen Werte 
g CC i 
sz = —N SS ` Sy = —N — 
zusammengestellt. 

Der Vergleich läßt erkennen, daß, obwohl die ebene Platte und die 
Platte mit veränderlicher Steifigkeit das gleiche Biegungsmaß M bei 
der gleichen Belastung aufweisen, die Spannungsmomente s, und Sy 
in beiden Fällen merklich verschieden sind. Entsprechend der Quer- 
schnittsverminderung tritt bei der Platte mit abnehmender Steifigkeit 
die größere Krümmung auf. Der Unterschied zwischen den zugehörigen 
Momenten ist verhältnismäßig gering im Mittelpunkt der Platte, weil 
an dieser Stelle die beiden Platten die gleiche Steifigkeit besitzen. 
In der Nähe der Ränder ist die Abweichung, entsprechend der größeren 
Querschnittsverschiedenheit, erheblicher. 

Die vorstehende Untersuchung zeigt, daß im Gegensatz zum ein- 
fachen Stabe nicht allein die Formänderungen, sondern auch die Span- 
nungsmomente, Scherkräfte und Auflagerwiderstände der Platte selbst 
bei statisch bestimmten Lagerungsarten von der Querschnittsveränder- 
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lichkeit beeinflußt werden. Um die Anstrengung der Platte beurteilen 
zu können, wird man daher auf die genauere Berechnung unter Berück- 
sichtigung der wechselnden Plattensteifigkeit nicht verzichten dürfen. 


Tafel 10. 


Vergleich der Spannungsmomente frei aufliegender, gleichmäßig belasteter 
quadratischer Platten bei gleichbleibender und bei veränderlicher Steifigkeit. 


2 KA | Platte mit gleich- | Platte mit veränder- Fakto 
a | H | bleibender Steifigkeit | licher Steifigkeit | e 
a o u | 0,080 98 0,09483 pa? 
A | 0,05709 | 0,05339 pa? 
H 0 a | 0,12219 | 0,13848 | pa? 
& | 0,10435 | 0,10731 | pa? 
| S | | i 
+ j OA | 0,14053 0,15481 | pa? 
KK Oe, 0,13501 0,14509 | pa 
o o | Seë | 0,14554 | 0,158 62 | pa? 
| 8 f 
A | 4 | ëGsbh | 0,13046 0,14184 | pa 
3 | A | Sz = Sy | 0,089 34 | 0,096 42 pa? 
a p | &=ā |  0,08555 | 0,03787 | pa? 


§ 11. Der Einfluß einer ungleichen Bewehrung der Platte in 
yerschiedenen Schnittrichtungen. 


Die im § 1 entwickelten Grundgleichungen der Plattentheorie sind 
nur für homogene und isotrope Baustoffe streng gültig. Sie setzen gleiche 
Steifigkeit der Platte in allen Schnittrichtungen voraus. 

Diese Bedingungen sind bei kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten 
nur teilweise erfüllt. Sieht man selbst von der Tatsache ab, daß der 
Beton dem Hookeschen Gesetz nicht folgt, so besteht eine wesentliche 
Abweichung in den Voraussetzungen der Plattentheorie darin, daß die 
als Merkmal der Isotropie erforderliche Unveränderlichkeit der Elasti- 
zitätseigenschaften nur in beschränktem Maße oder überhaupt nicht 
vorhanden ist. 

Da die Beanspruchung der Platte nicht an allen Stellen gleich und 
da beim Beton die Größe der Elastizitätsziffern von der Art und Höhe 
der Spannungen abhängig ist, so wird E von Punkt zu Punkt veränder- 
lich sein. Wenn außerdem die Bewehrung in der z-Richtung nicht die 
gleiche Stärke wie diejenige in der y-Richtung besitzt, so werden die 
Y-Z-Querschnitte ein anderes Trägheitsmoment und eine andere 
Steifigkeit als die X-Z-Querschnitte aufweisen. Der Unterschied zwischen 


Tr 
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den beiden Richtungen tritt bei länglichen Platten und bei solchen mit 
verschiedenen Auflagerbedingungen besonders hervor. Da die Möglich- 
keit besteht, daß in solchen Fällen das für Platten mit gleicher Steifig- 
keit ermittelte Formänderungsbild nicht mehr zutrifft, so ist es not- 
wendig, den Einfluß der Anisotropie und der wechselnden Steifigkeit 
näher zu untersuchen. 


1. Die Elastizitätsgleichungen der ungleichmäßig 
bewehrten Platte. 

Faßt man zunächst das Verhalten der Platten vor der Rißbildung 
ins Auge, so wird man erkennen, daß selbst bei erheblichen Unter- 
schieden zwischen den Querschnittsstärken fes und fe, der Eisenein- 
lagen in der x- und %-Richtung die zugehörigen Trägheitsmomente 
J, und J, verhältnismäßig wenig voneinander abweichen. 

Bezeichnet man mit 

E, die Elastizitätsziffer des Betons, 
E, die Elastizitätsziffer des Eisens, 
ge den Abstand der Nullinie vom oberen Plattenrande in den 
Y-Z-Ebenen, 
a; den Abstand der Eiseneinlage vom unteren Rande in den 
Y-Z-Ebenen, 
€, und a, die entsprechenden Maße für die X-Z-Ebenen 
und schreibt man zur Abkürzung 
E, 
E, 
so gelten bekanntlich, solange die Zugspannungen auch vom Beton 
aufgenommen werden können, die Gleichungen 


h? h2 
E + NRfer(R — Gel E + n fey (h — ay) 


hafe "Wat 
Js = $ Le + (h = ell ër N fez(h — ü; — &,)? ` 
J,=4[ly+(k—e)]+nfy(h—a,— e)? . 

Hierbei sind die Bewehrungsmengen f auf die Längeneinheit der 
Querschnittsbreite bezogen. 

Diese Formeln liefern beispielsweise für die in Abb. 40 dargestellte 
Platte, welche in der ze Richtung mit 6 Rundeisen von 10 mm Durch- 
messer und in der y-Richtung mit 5 Rundeisen von 6 mm Durchmesser 
auf 100 cm ae bewehrt ist und die Abmessungen 

h = 12cm, h — a; = 10,5 cm, h — a, = 9,5cm, 
6,28 cm? 1,41 cm? 


ne Een 


100 em? ev 700 cm 


n, 


êz = 
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besitzt, unter Zugrundelegung der Verhältniszahl n = 10 die Werte: 
ge = 6,23 cm, de = 156 cm?,, 
e, = 6,04cm, Jy = 146cm?. 

Obwohl fey nur Ze von fez beträgt, stehen die beiden Nullinien kaum 
um 0,2 cm oder Ar k auseinander: die beiden Trägheitsmomente Jz und Jy 
sind fast gleich und lassen den beträchtlichen Bewehrungsunterschied 
überhaupt nicht erkennen. Wenn also in dem Spannungsbereich vor 
der Rißbildung die Elastizitätsziffer Zp wenig veränderlich ist, kann 


trotz der verschiedenen Bewehrung die Platte als gleichmäßig steif 
erachtet werden. 


Querschriit X-Z 


Querschnitt Y-Z 


SS-H----------- nn 4 
FE fr T- Gei 
DE f 70 
V+z 
Abb. 40. 


Vor dem Bruche ist diese Gleichmäßigkeit nicht mehr vorhanden. Sind 
die Risse so weit fortgeschritten, daß Zugspannungen vom Beton nicht 
aufgenommen werden können, so kommen für die Y-Z-Ebenen die Maße 


nr) 


N fez 
I, = Das (h — ge — l ez) (h — az — gel, 
und für die X-Z-Ebenen ebenso 


2(h Ee ay) 
u= afal] IH ah 1): 


Jy = n fey(h — ay — }e)(h—a,— gl 


in Frage. 
Für das vorige Beispiel erhält man mit n = 15 die Größen 
ës = Buch , e,= 18cm, 
d = 60,2 cm? , Jy = 14,5 cm®. 
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Die Trägheitsmomente verhalten sich nunmehr wie die zugehörigen 
Bewehrungsmengean. Die Unterschiede zwischen den entsprechenden 
Steifigkeiten sind allerdings geringer, weil dem größeren Trägheits- 
moment J, die stärkeren Beanspruchungen und die niedrigeren Elasti- 
zitätsziffern E, und umgekehrt dem kleinen Trägheitsmoment Jy die 
geringeren Beanspruchungen und die höheren Elastizitätsziffern zu- 
geordnet sind. 

Der Einfluß der verschiedenen Elastizitätsziffern kommt in den 
Ausdrücken für die Steifigkeit der Y-Z- und X-Z-Ebenen 


Ei le wem E, fez(h — ûz — 4 ez) (A Der ez) D 
Ery Jy = Beley(h — ay — $ ey) (h — ay — ey) 


nur mittelbar und insoweit zum Ausdruck, als die Größen e, und ey 
von n abhängig sind. Da die letzteren innerhalb der Grenzen n = 10 


Abb. 41. 


und n = 15 nur mäßige Veränderungen aufweisen, so ist für das Steifig- 
keitsverhältnis das Bewehrungsverhältnis in erster Linie maßgebend. 
Um die äußerste Einwirkung der Anisotropie zu bestimmen, ist es daher 
statthaft, ohne Rücksicht auf die Veränderlichkeit von F, lediglich den 
Bewehrungsunterschied in Betracht zu ziehen. 

Bezeichnet man nach Abb. AL mit ze und zy den Abstand einer 
Querschnittsfaser von der zugehörigen Nullinie in den Y-Z- und X-Z- 
Querschnittsebenen, so läßt sich die Spannungsverteilung nach der 
Rißbildung unter den für Eisenbeton üblichen Voraussetzungen hin- 
reichend genau durch die Gleichungen 

“u Oy = Zy ES 


darstellen. Die entsprechenden Dehnungen sind): 


I l 1 l 
ĉ& = $ m ae gae Du A 


1) Es wird hierbei angenommen, daß die Zahl m in dem durch o, und Oy 
gekennzeichneten Spannungsbereich als unveränderlich angesehen werden darf, 
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Legt man die X-Y-Grundebene im Abstand e, vom oberen, eu vom 
unteren Rande, so ist offenbar 


oder wenn Zz = Z + (eo — gel, Zy =Z + (e — ey) 


gesetzt wird: Se temis Ge Sec 


Se zs SL dr, ,=2+4d,. 


Ee JE 1 s) KE 1 a) 
a, nal TR m SC" l 


A i Ee Be) 
"e (3 m Zi JL "a A Jj 

Diese Gleichungen zeigen, daß für z = 0 weder &, noch &, verschwindet 
und daß der geometrische Ort der Punkte, in welchen &, oder &, = 0 
ist, nicht mit der Ebene z = 0 zusammenfällt; dieser Ort wird vielmehr, 
da s, und sy in jedem Punkt einen verschiedenen Wert annehmen, auf 
einer gekrümmten Fläche zu suchen sein. 
Die Drehung der Querschnittsebene erfolgt 
also nicht um eine in der Ebene z = Q þe- 
findliche Achse. 

In Abb. 42 ist die Bewegung eines zur 
x-Achse senkrecht stehenden Querschnittes 
OPQR dargestellt. Der Anfangspunkt O 
dieses Querschnittes ist in die Lage O, Vz 
gelangt, der Querschnitt hat sich jedoch Abb. 42. 
nicht um die Achse O,, sondern um eine i 
andere Achse R, gedrebt. Der Punkt O hat hierbei die wagerechte 
Verschiebung P P, = &, erfahren. Die entsprechende Verrückung der 
im Abstande z von 0 liegenden Querschnittsfaser Q ist 


Es ist also 


(a) 


Sre 
I 
N 
Si 
l 
j 
HI 
| 
BI 
S 
Il 
Ir 
| 
„> 
Si 


e a EE 


Da Pz ein sehr kleiner Winkel ist, so kann auch 
g ô$ 
sing, = tangp, = dr 
geschrieben werden. Es ist mithin 
d ai 
Bes Ba SSC, (b) 
og 
Für die zur y-Achse senkrecht stehenden Querschnitte ergibt sich auf 
Grund ähnlicher Überlegungen 
ô$ 


Aa eg T (c) 
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Aus den Gleichungen 


ET Zu “f E 


folgen jetzt die Beziehungen: 


2 Mar 27 l 1 

ae En ES E EEN sl 
m?— 1 JP m Ké ë m Ø 

Em? g | 3) E 1 2) 

EEE nic = E ER 
K m?— 1 E + z? X a "Ss Ge 


d 2 d 
Gë 1 KE SS m? | Te? + D (ds — dy) 
; l 0x m Qy 


3 


nn sn 
~ 
= 
Q 
Eed 


er 
On. ` l E =) - m? | Ze ef l aaa) 
ey E\J, mJ, m? —1 Oy m Oz f 
Für die Schubspannungen z,, gilt die Formel 


A SÉ A D 
M el +52) =o (È + t) as > 


ey Öz ey 6% ET 
dë ô Èo ê o CZ Sm p CC l 
2 el IL 7% GC + (dz + A) an (2x cb LA Ea ER ðy . 
Beobachtet man, daß im Hinblick auf die Gleichgewichtsbedingungen 
Z= + eu 
[t.,dz = 0 
ž= -eo 


und außerdem, weil die Nullinien der X-Z- und Y-Z-Ebenen zugleich 
Schwerlinien sind), 
Zr=h-0r Zy=h-ey 
Jade — [2,dz =0 
Se -êz Zy= -êy 
sein muß, so erhält man 


1) Hierbei ist angenommen, daß die senkrecht zum Querschnitt stehende 
Bewehrung gegen die Abscherung und auch gegen die Drillung einen gleich- 
artigen Widerstand wie gegen die Drehung um eine Biegungsachse leistet. Diese 
Voraussetzung ist durch die Wirkung der Bewehrung bei der Aufnahme von 
Hauptbiegungsspannungen, die nicht parallel den Eisenstäben gerichtet sind, 
gerechtfertigt. 
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daher auch: D 


Z= + êu Z= +êu 
t | TH PB...’ l RER: 
= | Een SS = —G- ——— [z(z, + 2)dz 
zy zy ) z y 
J ĉsêy | 
z= -ĉo Z= ~ ĉo 
Zz=h-er zy=h-ey 
ER 2 
ee ee et 
xy | zea =) Q Ze y Èy y RE 
Zı= ~ez Zy= -ey 
Da 
h-er h=ey 
(dan Ju; lady = dy: 
Ta E 


so E sich also 


CC mE 02 
a | 
FS m — l (N, AA GË 
E m 2 Zén ` 


Führt man diesen Wert und die nach den Formeln (d) errechneten 
` Größen s, und sy in die allgemeine Gleichgewichtsgleichung 


62 92 52 
CË Sz 2 O“ tzy 08, we 
ê x? ĉxõy ĉy? 


ein, so erhält man schließlich 


SE HE at p m—1 
Jaga tt, Dk? ren - E` eRe w (80) 


m 


Diese Differentialgleichung, welche auf anderem Wege von Herrn 
Professor Huber abgeleitet worden ist!), läßt sich auch, wenn man 
als Vergleichsmaß das Trägheitsmoment Je benutzt und mit 


N, Bl 


die zugehörige Plattensteifigkeit bezeichnet, auf die Form 
ES ô \/J, 87 ` Sei p 
tan G Säi ep) N. 


1) Die Arbeit von Herrn Professor Huber über „die Grundlagen einer ratio- 
nellen Berechnung der kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten“ ist 1914 im 
Heft 30 der Z. öst. Ing.-V. veröffentlicht worden. 


bringen. 
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Wählt man für die Momentenfünktion den Ausdruck 


ER i ar Jy = 


À 81 
\J. 022 Je 09% "9 


so gewinnt man die ursprüngliche Grundgleichung 


Hi M = —yp 
wieder. 

Hieraus erkennt man, daß die Beziehungen zwischen M und p durch 
die Verschiedenheit der Bewehrungsmengen nicht beeinflußt werden. 
Die Werte M können also auch aus den Ordinaten des w-Gewebes 
unmittelbar abgeleitet werden. 

Um die Verschiebungen & zu ermitteln, braucht man nur an Stelle 
des ursprünglichen Gewebes ein Gewebe mit der Maschenweite 


Sr 


e ‘ER PR ES 
d = Ze y EH dy an D y F 


z D 


zu verwenden. Man kann sich leicht überzeugen, daß die Bestimmungs- 
gleichung des letzteren 
A? zz Aty M w 


Gë" GP Së S 


mit der obigen Differentialgleichung der Funktion M übereinstimmt, 
sobald 
e s, 

N. 


gesetzt wird. Hiermit ist auch bei Platten mit verschiedenen Bewehrungs- 
mengen die vollständige Darstellung der Spannungen und Formände- 
rungen auf die Untersuchung elastischer Gewebe zurückgeführt. 


2. Untersuchung einer frei aufliegenden 
Platte mit dem Längenverhältnisa :5b =1:2 und 
dem Steifigkeitsverhältnis J,:J,=4:1. 


Ich wähle als Beispiel eine ringsum freiaufliegende, gleichmäßig be- 
lastete Platte mit dem Längenverhältnis æ : b = 1 : 2, dem Steifigkeits- 
verhältnis Jz : Jy = 4:1. Um zunächst die Größen M zu bestimmen, 
verwende ich ein Gewebe mit der Maschenweite 
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Die zugehörigen Ordinaten, deren Ordnungsziffern aus Abb. 43 


nommen werden können, sind: 
S, w, = 0,1900 pa? 


Sı w = 0,2569 pa?, 


S, w; = 0,289 09 pa? 
Sı w, = 0,379 61 pa? 


H 


H 


Nimmt man als Vergleichsmaß J. = Jz, so erhält man für 
zweite stellvertretende Gewebe die Maschenweiten 


J 

ED EH 

? EA wi 

3 eil kk? = SL, 
y Y da yY 


Die kennzeichnende Differenzengleichung lautet 
mithin: 


ent- 
Sı w; = 0,327 73 pa?, 
S w = 0,433 38 pa?, 
S, w, = 0,338 47 pa?, 
S wg = 0,48424 pa?. 
das 


Zi— 22r ta , m 2a tn Mr 
H i 432 u 5 
oder in anderer Form: 
432 
102, — Ais + 2) — (en F 2n) = e 
So 
a? | 
= Uy e—a —l 
EA Abb. 43. 
Für die aus Abb. 43 ersichtlichen Ordnungzziffern ergibt sich der Reihe 
nach: oi 
102, — 42, — 2, = 0,1900 AR 
aen Dë 
— 8z + Iüzs-- Su = 0,2569 EC 
ET EE 
1 3 4 5 H S EA a 
„ pa 
—2 — 0z, — = 0,37961 —— , 
Z — 8z; + 102z; Ze SS, 
77, Dë 
-= — 42, — 2, = 0,32773 —— , 
2%, + 10 z; Ze — Se 773 SS, 
pat 
EER PRE — = 0,43338 e 
24 — 82; + 10% Zg SS 
pat 
= = = 0,33847 
2z; + 102z Zg SS 
4 
— 2z, + l0z— 8z wm ABEE, Ee 


8,8, 
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Die Auflösung dieser Gleichungen liefert: 


= 0,069772 ZS =0 1309362 5 
za = 0.096972 ZS, = 0,183121 -$ SE 
z = 0.110835 ER z; = 0,138316 Pei 

‚154638 Se T = 0,195697 35 5 


Die Senkung des Plattenmittelpunktes ist 
s R „pa BE m? —1 r 0,195 697 pat 
Zo = 0,195 697 Ia wi Sr e 


Bei einer isotropen Platte mit J, = Jy ist hingegen 


m?— 1 pat 
m E 


Diese Gegenüberstellung zeigt, daß die beträchtliche Schwächung 
der Steifigkeit in der y-Richtung eine allerdings nicht erhebliche Ver- 
größerung der Durchbiegung zur Folge hat. 

Beachtenswert ist insbesondere der Vergleich der Biegungsbean- 
spruchungen. Die Größtwerte der reduzierenden Spannungsmomente 
sind für die anisotrope Platte: 


a = 


Ss = 0,45905 pa* im Punkte x = ð, y =D, 
CH 0,03930 pa? im Punkte z=0,y=+%b, 
für die isotrope Platte: 


5, = 0,37522 pa? im Punkte æ = 0, y = 0, 
5, = 0,09005 pa? im Punkte x = 0, y=+}b. 


Infolge der ungleichmäßigen Steifigkeit wird also der Beanspruchung 
der Streifen mit der stärkeren Bewehrung gesteigert und diejenige der 
Streifen mit der schwächeren Bewehrung merklich vermindert. 

Da jedoch die in der kürzesten Spannrichtung auftretenden Biegungs- 
momente nur um etwa 22%, gewachsen sind und da das ungünstige 
Verhältnis der Trägheitsmomente nur für diejenigen Stellen gilt, in 
denen die Rißbildung in beiden Richtungen weit fortgeschritten ist, 
während außerhalb dieses Bereiches die Verschiedenheit der Bewehrungs- 
mengen das Steifigkeitsverhältnis kaum beeinflußt, wird es für die 
Beurteilung der Anstrengung der Platte nur in seltenen Fällen notwendig 


sein, die Einwirkung des Bewehrungsunterschiedes genauer zu ver- 
folgen. 
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§ 12. Der Einfluß einer ungleichmäßigen Erwärmung. 


Eine Platte, deren Ränder in jeder Richtung frei beweglich sind, 
wird unter dem Einfluß einer ungleichmäßigen Erwärmung ihrer Ab- 
grenzungsflächen das Bestreben haben, sich 


zu wölben und von ihrer Unterlage abzu- et 
beben. Wird diese Hebung gehindert und i eege 


| 

die Platte gezwungen, auf der Randunter- ri i Ä 
lage zu verbleiben, so könnten unter Um- ug es Se 
ständen beträchtliche Spannungen in der a! i 7 
Platte entstehen. Während bei einem frei y i Ee 
aufliegenden Stabe Wärmeänderungen die drei, dTe 


Beanspruchung nicht beeinflussen und daher 
bei der Querschnittsbemessung außer acht 
gelassen werden dürfen, muß hingegen bei Platten die Wirkung einer 
ungleichmäßigen Erwärmung sorgfältig untersucht werden. 


Ist to die Wärme am oberen Rande der Platte, 
tu die Wärme am unteren Rande der Platte, 
Ai = t, — tu der Wärmeunterschied, 
€ die Wärmedehnungsziffer, 
so wird sich, wenn der Rand keinen Widerstand leistet, ein Platten- 
streifen von der Länge d z in der x-z-Ebene am oberen Rande um ei,dz, 
am unteren Rande um ei„dx verlängern (Abb. 44). 
Die ursprünglich zur z-Achse senkrecht stehende Querschnittsebene 
dreht sich dann um den Winkel 


FROH? TERN? E 8 


h h 
Die Mittelfläche der Platte erfährt hierbei Verschiebungen to und es 


1 
besteht zwischen der Krümmung = der elastischen Fläche und dem 


Winkel w, die Beziehung >= 
l _ Ge ` 62 La _ edt 
0s de ô A 


Ebenso erhält man für die ursprünglich zur y-Achse senkrecht 
stehenden Querschnitte 


l o bs = edi 
o dn ô A 
Die Gestalt der elastischen Fläche in diesem Zustande ist durch 
den Ansatz edi 


= 5a 2) H ae (82) 
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beschrieben: das Vorzeichen von o ist negativ, weil sich die Platte, 
wenn 4t positiv ist, nach oben wölbt. 

Man erkennt, daß die Plattenränder nicht geradlinig bleiben, sondern 
sich nach einer Parabel krümmen. 

Soll diese Krümmung gehindert werden, so müssen längs der Ränder 
Kräfte oder Kräftepaare angebracht werden, die eine entgegengesetzte 
Formänderung herbeiführen. Bezeichnet man mit ¢” die durch diese 
Randkräfte hervorgerufenen Verschiebungen, so müssen offenbar die 
letzteren, da sonst auf der Plattenoberfläche selbst keine Kräfte p an- 
greifen, die homogene Differentialgleichung F*{’= 0 befriedigen. 

Die endgültige Gestalt der elastischen Fläche ist durch die Gleichung 


bestimmt. Bett 
Für die Ränder x = +a gelten die Bedingungen 
{=0 
ET 2 
; Di E 3 =0, 


nr aa z 
022 m ĉy? 


für die Ränder y = +b ebenso: 
SL 
d Ge DE ta 
dE ut. 

Da die erste dieser Bedingungen die weiteren Forderungen 
at pt St 
ôy? "ng 3y? 
at art 
da ` ôx? ôx? 


in sich schließt, so folgt aus 


GC PG 
y? ER 
für z = +a: 
Za ee Let GC 1427, 
SS" ls cl Ten). 
also 
ar Lët Led 
02 mëng m h’ 
, E Mr GË GC —1leAt 
MW w N |. )=- (a - 58) - eg, ad 
et au aier ae E 
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Für die Ränder y = +b ergibt sich ebenso 
dëi Lt ledt 


SE STE SEN ZE eg A 
Für M’ gilt andererseits die Differentialgleichung 

PM =oD. 
Sie kann, da überall am Rande H" den gleichen Wert aufweist, keine 
andere Lösung haben als 


= 


Die Verschiebungen ¢ müssen daher die Gleichung 


d SE A 1 
PE -5 EE en (83) 
befriedigen. S ei 
Beachtet man noch die Beziehung 
r cdt 
E o = 2 A > 


so ergibt sich schließlich 
di 


Pet Pet fan ELA (84) 


Hieraus folgt der Satz: 

Die elastische Fläche einer ungleichmäßig erwärmten, 
frei aufliegenden Platte hat die gleiche Gestalt wie eine 
mit den elastischen Gewichten 

m+ledt am LI elt, — t) 
akn S SS +- e E, 
m h m h 


Di = 
belastete Haut. 

Die Verschiebungen & stimmen also auch mit den w-Ordinaten 
eines mit 9, belasteten Gewebes überein. 

Handelt es sich beispielsweise um eine quadratische Platte, so liefern 
die auf S. 52 errechneten M-Werte für den Plattenmittelpunkt 
m+l edt 

m k 

Die für die Beurteilung der Anstrengung der Platte maßgebenden 

Momente der reduzierten Spannungen 
m—1 &% m? — 1 Ee SS 


N — WC Oe CH 


t = My = 0,291 13 p,a? = — 0,29113 
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lassen sich mit Hilfe der Formel 


y m? — 1 Ee: SD. SE LE St 
Be ETT p dx: Ka eg 12 \ca? h 
bestimmen. 
Da für den Plattenmittelpunkt 

oc a l an — m—+1 dt 

Za ôy 2 VER 22 
ist, so erhält man 

m— 1 24 
(Srz)z=y=0 Ss Km zs EA t. 


Diesem Werte entspricht die größte reduzierte Spannung 
6 8,5 E m—l1l 
72 = + Ss e edé 


Für eine Betonplatte mit 


Grs = + 


würde demnach bei 4 t = 20° eine Beanspruchung 


= + 7,5 kg/cm? 
in Betracht kommen. "rs SS g/em 


Am Rande x = +a ist hingegen 


m — CSC m? — 1 ĝ?ć ER: 
Sry = — 4i > Log? = N =. — Fan Zn =+ Se et, 
mè ôy? m? y? 12 
68 E 
Ory =+ Ta = +7z:.4=- £20 kg/cm?. 


Diese Zahlen beweisen, daß die durch eine ungleichmäßige Erwär- 
mung hervorgerufenen zusätzlichen Spannungen im Plattenmittelpunkt 


nicht übermäßig, in der Randmitte aber durchaus erheblich sind. 
CAT OH" 


Es entstehen indessen, da durchweg Reger O ist, über- 


oy 


haupt keine Scherkräfte. Für die Belastung der Unterlage kommen 


daher nur die Randdrillungsmomente 
am OC 


E=—N. Ee 
m  õgzõy 


oder die zugehörigen zusätzlichen Auflagerkräfte 
m—1 OC 

m ` Ze: 
m—1l 87 

= Bu 


v =N 


vy = —N 
in Betracht. 
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Um die Größe dieser Auflagerwiderstände bestimmen zu können, 
müssen erst die Ordinaten ZC" sowohl der Randlinie a, b, c, d wie auch 
der benachbarten, inneren und äußeren Gewebezeilen 1, 2, 3, 4 und 
a, Ê, y, Ò (Abb. 45) ermittelt werden. 

Für die Zeile 1, 2, 3, 4 sind die Werte 


To am Al edt 


Po = 7 2 —— 2 - — a? 
Ch = M, = 0,07112 pa? 0,07112 z5 CS, 
& = M, = 0,11098 pue = — 0,11098 - SI Ra ar, 
t, = M, = 0,13166 p,a? = — 0,13166 +1 ed ar, 
m A 
1 edt 
& = F, = 0,13810 p,a? = — 0,13810 =t u 


unmittelbar aus den auf S. 51—52 errechneten w-Ordinaten der gleich- 
mäßig belasteten Platte zu entnehmen. 
Da 


ist, so ergibt sich, wenn m = 4 gewählt wird, 


für z=+Ža, 


3 S edta? 
ver & = 0,3486 SH 
2 zz SAL 
y = SH „= 0,455 03 Zune j 3 
l edia? 
= +— b: E = 0,52292 
y E ¢, = 0,5229 Cem 
y-+0 :&= 0,5415 Gi? ) 


> edt R 
CG =h -yy O y) 
der Reihe nach 
DI e EE edt E ea edt 2 
C, = 0,21875 Ep a, 0,46875 7 o 
At Ge e At 
& = 0,375 * Ta, U "Ce 


Marcus, Platten. 8 
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Andererseits folgt aus der Gleichung 


Pe Uta SC ês 1 edt 
ex? Fu m ey: m h 
die Beziehung 
DI D FS cdt elta? 
G=24—-üt, K Ze =2hı — A 0,015625 —; 


Die Ordinaten der äußeren Zeile &, P, y, Ô sind also: 


At 
ef 5 a? (2 - 0,218753 — 0,3486 -+ 0,015625) = +0,104525 — ar, 
d 
dt 
E = = a? (2 -0,375 — 0,45503 + 0,015625) = +0,315595 a 
d 
It 
E Si) a? (2 - 0,46875 — 0,52292 + 0,015625) = +0,430205 — aè, 
? cdt 5 asg 
$ = == a? (2 -0,5 — 0,54615 + 0,015625) = 
(A 
Für die Ecke E ist e x 
Ce = g= 0 
Dementsprechend ergibt sich für den benachbarten Punkt F: 
= 
Er = 2th — & + 0,015625 EN a? = —0,203125 a2. 
SC? : S ôt 
Aus den beiden Bedingungen TUE Ta 0 folgt weiterhin, daß 


die Platte in der Ecke als fest eingeklemmt zu betrachten ist. Diese 
Überlegung liefert für den nächstliegenden Punkt @ die Beziehung 


en mëng Ga a ma bl — Gogs r 
E DI Eat 
un .4_f? og SI p 
Cap I (5) | +0,56 D a 
ist, so findet man BP 
g = — 0,6514 a o. 


Hiermit ist die Formänderung der Platte im Randbereich völlig 
beschrieben. 
Mit Hilfe der Formel 


a gt Ce OL £ elt 

erhält man nunmehr für die Randdrillungsmomente die Werte 
tg = —0,1365 Eedtk?, tg = —0,0289 EsAt h? , 
ta = —0,0844 Ecdthk?, ta = +0,0 EcAthk?. 
t = — 0,04036 Ec dth? . 
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Werden die zugehörigen zusätzlichen Auflagerkräfte auf Grund der 


Gleichung 
E EE 
m rêy ` m 243 
32 Ek SE NEE SE 
"AS "ef (E E ir ES: E SA ll 
ermittelt, so liefert die Rechnung 
für den Punkt E: Y=a,= — 0,3547 Edt a e 
a 
> IM 
a: — 0,16674 geet e 
h2 
b: — 0,10223 sElt—, 
? Ai 
ê: — 0,07607 Edt > 
z Ai 
d: — 0,06852 eBdt— S 


Die durch die ungleichmäßige Erwärmung erzeugten Auflagerkräfte 
sind, wie man sieht, abwärts gerichtet. In den Ecken selbst greifen die 
Einzelkräfte C = —2 tg = +0,273 Bedth? an. Sie erzeugen Druck oder 
Zug, je nachdem die obere oder die untere Abgrenzungsfläche der Platte 
stärker erwärmt wird, und wachsen mit der zweiten Potenz der Platten- 
stärke. Um einen Anhalt über die Größe dieser Kräfte zu gewinnen, 


sei wie vorhin E = 170000 kg/cem?, 
e = ystor: 
dt = 20°, 
m = 4 


und = 10 cm angenommen. Es ist dann 
C = 0,273 150202 -20 - 102 = 1092 kg. 

Die Eckkräfte sind also selbst bei sehr schwachen Platten nicht 
unbeträchtlich. 

Es sei noch hervorgehoben, daß die durch die Drillungsmomente 
erzeugten Schubspannungen ebenso beachtet werden müssen. 

Für die Ecke ergibt sich insbesondere 

oe ` 

Gef 


70,819 Bedt, 


für das vorliegende Zahlenbeispiel somit: 
Tonn = +32,76 kg/cm?. 
min 
Diese erheblichen Schubbeanspruchungen verschwinden, wenn die 


Platte am Rande nicht frei aufliegt, sondern fest eingeklemmt ist. 
EA 
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Um die durch die ungleichmäßige Erwärmung erzeugten Verschie- 


bungen S At R 
j Akda — 22) + — y9)] 


überhaupt rückgängig zu machen, müssen dann nämlich längs der 
Ränder xv = +a Kräftepaare 
L æi = Elt y m-+]1 


= Zë ` Zë D m 


und ebenso längs der Ränder y = +b die Momente 
; 1 et, GË am LL 
spm HE ða | y?) A = m 


angebracht werden. Sie rufen in allen Punkten der Platte die gleichen 
reduzierten Spannungsmomente 


mê —1 êt EE 


Sre = Sry = N- 


m ð "më fp B 
und die gleichen reduzierten Spannungen 
De, 1 
Gage zk D = zë Edt 


hervor. 
Mit den vorigen Zahlenwerten für &, E. At ergibt sich beispielsweise 
Orea = +20 kg/em?. 

Der Vergleich mit den früheren Ergebnissen zeigt, daß durch die 
Einklemmung wohl im Plattenmittelpunkt größere, längs der Ränder 
jedoch die gleichen Spannungen wie durch die freiere Auflagerung bei 
einer ungleichmäßigen Erwärmung erzeugt werden: die Beanspruchung 
ist aber, weil die Schubspannungen fortfallen, im ersten Falle günstiger. 

Es sei schließlich bemerkt, daß für die Anstrengung der Platte nicht 
die Plattenstärke, sondern lediglich der Wärmeunterschied und die 
Elastizität des Baustoffes maßgebend sind. 


IV. Die ringsum frei aufliegende kreisförmige 
Platte. 


$ 13. Die Randbedingungen bei beliebiger Lastanordnung. 
Die freie Auflagerung der kreisförmigen Platte ist durch die Forde- 
rung, daß längs des Randes die Bedingungen 
C =0 D ð 3 (a) 
er E ER. |- 
E EE tz (e 


erfüllt werden, gekennzeichnet. 
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Da die erste Gleichung die weitere Forderung 


in sich schließt, so lautet die zweite Bedingung auch 
a, LI ef 
tal e 
oder, wenn im Einklang mit Abb. 46 die Differentialquotienten durch 
endliche Differenzen ersetzt werden: 
zi — 2, +2 l 1 (z— z) 


(Ar)? m rs 2dr = 

Hierbei ist unter r, der Halbmesser des Auflagerringes zu verstehen. 

Beachtet man, daß für den Randpunkt E zp =0 sein muß, so 
ergibt sich 


r ri 


Auf Grund dieser Formel läßt 
sich jedem Punkt (des elastischen 
Gewebes unmittelbar neben dem 
Rande ein Punkt ¿i außerhalb des ` 
Randes zuordnen und hiermit 
die Randgestalt des Radialge- 
webes bestimmen. 

Aus der Bedingungsgleichung (c) folgt noch 


Für den Rand des w-Gewebes gilt aber die Gleichung: 


Zë Lët (Re 
Su = M EIER Le KÉ me a 
Eos u. r Fr 2J? 


Da im allgemeinen die Bedingung (c) nur dann erfüllt sein kann, 


A 
62 À À S i 

wenn —* von Null verschieden ist, so erkennt man, daß, während beim 
ô 


r2 
z-Gewebe überall am Rande 2; = 0 sein muß, die Randwerte a beim 
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w-Gewebe durchaus nicht verschwinden. Sie sind vielmehr, da die 
Gleichgewichtsgleichungen des w-Gewebes zur Ermittlung dieser Rand- 
werte nicht ausreichen, als statisch unbestimmte Größen zu 
betrachten. 

Setzt man zunächst für alle Randpunkte w;=0, so lassen sich die 
Ordinaten w der übrigen inneren Knotenpunkte als Funktion der 
Lasten P ohne weiteres errechnen. Ebenso sind die zu diesen Werten w, 
zugehörigen Verschiebungen z, des zweiten Gewebes leicht zu ermitteln. 

Denkt man sich nunmehr die Lasten P fort und Kräfte sowie Kräfte- 
paare in den Punkten 1, 2, 3,4... der Randfläche angebracht, so 
können aus den dieser Kraftgruppe entsprechenden Randwerten w,, ws, 
wz, W, ... mit Hilfe der Gewebegleichungen die Ordinaten w’ der übrigen 
inneren Knotenpunkte abgeleitet werden. Es ist dann weiterhin mög- 
lich, die den Größen a zugeordneten Ordinaten z’ des zweiten Ge- 


webes als Funktionen von Wy, Ws, Wz, W4... darzustellen. 
Die tatsächliche Gestalt der elastischen Fläche ist durch die Gleichung 
z=% LS 


festgelegt. Für die dem Randknotenpunkte k in radialer Richtung am 
nächsten liegenden Punkte ¿ und Z des Gewebes der Abb. 46 gilt ins- 


besondere: Si wm Sei LS. 
az Sei + 2i- 
Da nach Gleichung (d) 1 1 Ar 
2m rT, 
zi = — 2 — 
L Jr 
E DE 
id 2m r, 
sein soll, so ergibt sich auch 
Ea PES 
2m r 2 ; 2m r 
ta (ira |. (85) 
KL Ce Les T 
2m r 2m ro 
Die rechte Seite dieser Gleichung enthält nur Funktionen von wy, Wa, 
Wz, Wg... Stellt man für die Randpunkte 1, 2, 3, 4... n Gleichungen 
dieser Art auf, so gewinnt man die zur Errechnung der n statisch un- 
bestimmten Größen w,, ws, Wz, wg... erforderlichen Elastizitätsbedin- 


gungen. 


$ 14. Die Randbedingungen bei achsensymmetrischer 
Lastverteilung. 
Die Lösung der Aufgabe ist besonders einfach, wenn die Belastung 
symmetrisch zur Drehachse der Platte verteilt ist. In diesem Falle 
kommt nämlich für jeden Randpunkt das gleiche Biegungsmaß am = 6 
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in Betracht, und diesem Wert entspricht als Lösung der homogenen 
Differentialgleichung d? a 1 de 

dä `r dr 
für alle Innenpunkte ebenfalls die Größe 


w =w =c. 


Die weitere Differentialgleichung 
SiS CL 1 =) A Sun KÉ 

N \de rdar) N 
liefert dann 


A 2 (r — r?) 

48, 0 3 
Wi Ki Kë P SE = 
dae u i 


at ke ZEN 
E E i 2% Rl y 
s, = —] = tt = Si 
‚er: mr Cr, m 2 


Für den statisch bestimmten Fall mit den Randwerten wo = zog = 0 
lassen sich mit Hilfe der Grundgleichungen (48) und (49) die Grund- 
werte o aus den Lasten P und ebenso die zugehörigen Randmomente 


= (Ze 1 ER = 
o = Ndr © m r Den 


als Funktion der Belastung leicht ermitteln. Da im endgültigen Zustand 
Sor + S; = 0 


sein muß, so erhält man schließlich 


m L e DE? e ' LA Sc, = 
3 TR KE Tm r dr, ae 
oder 2m (eu, 11 d 
y= eu Late 5 s6 
ge, m— 1l ES EE Ët (86) 


mit Hilfe dieser Formel können die Randwerte c unmittelbar bestimmt 
werden. 


$ 15. Die allgemeine Darstellung der Spannungen und 
Formänderüngen bei achsensymmetrischer Belastung. 
Für die Darstellung der [,-Fläche eignet sich ein neues Verfahren, 


welches außerordentlich rasch zum Ziele führt und daher eine eingehen- 
dere Betrachtung verdient. 
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ei 


Ich knüpfe an die Grundgleichungen 
ËM 1adM 1 = 


dr? e ée re Ze 
_ 4M 
Up= dr 
an, aus welchen ich die weitere Gleichung 
d M ( j ) 
.—=— — 87 
ir Pt Zu (87) 


ableite. 
Denkt man sich aus der Platte ein Kernstück mit dem Halbmesser r 
herausgeschnitten, so muß seine Belastung 
r 
P, = | p2nrdr 
o 


mit der längs der Randfläche verteilten lotrechten Scherkraft 


T,=+2nrv, 
im Gleichgewicht stehen. Es ist also 
P+T,=0, 
oder r 
2x, = —2n|prär, 
o 
1 S 
Pr, m — lprar, 
o 
mithin r 
d M 17 
EE | — ferar) 
o 
Setzt man r 
lr S 
DEET EN (88) 
bi 
so erhält man die neue Beziehung 
œM 3 


Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung einer mit den Kräften p’ 
belasteten Seillinie.e Die Momentenfläche der Platte deckt 
sich also vollkommen mit der Momentenfläche eines ein- 
fachen Balkens, der an Stelle der wirklichen Belastung p 
die zugehörige Belastung p aufzunehmen hat, und da 
die Größen p’ sich entweder rechnerisch oder zeichnerisch ohne 
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weiteres ermitteln lassen, so ist hiermit die Berechnung des Biegungs- 
maßes M der Platte auf die Berechnung der Momente des einfachen 
Balkens zurückgeführt. 

Ebenso läßt sich die Grundgleichung 


@ ld M 
de rd N 
in Einklang mit der Beziehung 
S 
dé 1 [M 
rl? E se 
o 
auf die Form de: 
di 7 (20) 
bringen. Hierbei ist s 
, u ı[/M 
goe i E (91) 


o 

Es ist zugleich erwiesen, daß die Erzeugende der elastischen 
Fläche der Platte durch die Momentenlinie eines mit den 
elastischen Gewichten = belasteten einfachen Balkens 
abgebildet werdenkann. Durch diese Erkenntnis, welche die sinn- 
gemäße Erweiterung des bekannten Mohrschen Lehrsatzes einschließt, 
wird die Darstellung der Spannungen und Formänderungen der kreis- 
förmigen Platte außerordentlich erleichtert. 


1. Die gleichmäßig belastete kreisförmige Platte mit 
frei aufliegenden oder fest eingeklemmten Rändern. 


Um die Anwendung des neuen Satzes zu zeigen, wähle ich als erstes 
Beispiel eine .mit p gleichmäßig belastete Platte. 
Die Formel (88) liefert in diesem Falle 


PH cÉ 

d? 2 
Ihre Lösung ist 2 
AN et T 


unter O, ist eine vorerst noch unbestimmte konstante Größe zu ver- 
stehen. 
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Für das zugehörige elastische Gewicht ergibt sich nunmehr 


y 
, M LIN 


N 24 N 
D 


Führt man diesen Wert in die Gleichung der elastischen Linie 


3 
rdr =- (20 pr). 


det S Ké 3 d 
Ge Cider. "Sa 
ein, so findet man durch Integration 
i l l p e 
= ——rl4l, — — Gy. 
i py” ta CS Kë, 
C, ist hierbei die zweite Integrationskonstante. Da längs des Auflager- 
ringes mit dem Halbmesser r = rọ, ©=0 sein muß, so erhält man 
zunächst 
er) 
Gë zg e ele: ER 
mithin: — I jso, »] 
k E NEN Leg Ee = SL, 
Soll der Rand frei von radialen Biegungsspannungen sein, so muß für 
F to 
Ces 1 2) - CGm+1l p 3m+l1 
re SS m r dr 2 m lő r m wi. 
werden. Hieraus folgt: 
„un! 
1 8 EN 


Die Gleichung der elastischen Fläche lautet schließlich: 
eh 
gt m+1 

Die zugehörigen Spannungsmomente sind: 
ae ee 

d? mrd) m 1 

LG ZE ZS El 3-+m cl. 
ër == —N = dëch 
r dr m dr? m 16 3m Kai 


Ist die Platte an den Rändern nicht frei beweglich aufgelagert, 
sondern fest eingeklemmt, so lauten die Randbedingungen: 


an) el, (92) 


nl nn), 


(93) 
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ist, so muß 


Dr 
Ui = 3 
gewählt werden. Es ist dann 
ya nr), 
Ss => D — 3r?) + iy — ei (94) 
r o m 0 


Man erkennt also, daß mit Hilfe der neuen Differentialgleichungen 
(89) und (90) ganz einfache und kurze rechnerische Entwicklungen ge- 
nügen, um Aufgaben zu lösen, deren Behandlung nach den bisher 
üblichen Verfahren eine ziemlich umständliche Arbeit erfordern würde. 

Die Vorteile der vorhin gezeigten Umwandlung der Hauptgleichungen 
treten besonders hervor, wenn infolge Unstetigkeiten der Belastung 
für verschiedene Bereiche der elastischen Fläche verschiedene Lösungen 
gefunden und miteinander in Einklang gebracht werden müssen oder 
wenn die Gestalt der Belastungsfläche eine unmittelbare Integration 
der Differentialgleichungen nicht gestattet. 

Es ist dann nämlich möglich, mit Hilfe von Seillinien den Verlauf 
der M- und Z£-Linien auf zeichnerischem Wege sehr rasch zu bestimmen. 


2. Die ringförmige Platte. 

Ich wähle als drittes Beispiel eine ringförmige Platte, die lediglich 
in dem Bereiche ABODE belastet ist, über dem Auflagerring um das 
Maß e = AG hinausragt und in der Mitte eine kreisförmige Aussparung 
mit dem Halbmesser EF = r, aufweist (Abb. 47). Die Belastungs- 
fläche ist durch den Linienzug Abcde begrenzt. 

Die zugehörigen Ordinaten sind 

für den Punkt A: p=0 , 
B: p= 18,8 p, 
C: p = 26,0 pe, 
D: d gg 29,2 Pes 
E: p = 30,0 pe. 
Unter Pe ist hierbei ein als Vergleichmaß dienender Belastungswert zu 
verstehen. 
Ich teile die Belastungsfläche in 4 Abschnitte von der gleichen 


Breite = SZ und zeichne mit Hilfe des Kräfteplanes I die Seillinie 
4A, bı c dı & fı: die zugehörige Polweite sei H. 


á 
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Verlängert man die Tangenten an die Seillinie bis zum Schnitt mit 
der Drehachse der Platte, so stellen bekanntlich die hierdurch be- 


| 
S e | 
G ER B Ss o ISE_A 
I 4 
HA 
vi 
Lë: 
fe a 
e 
la, SZ 
da 2 
e 
e EN 
Le 3 
| A 
Ps 
Es 
Abb. 47. 


KE 


stimmten Strecken f, az» fı da; fı ge, Jı do das jeweilige statische Moment 


der Belastungsfläche in bezug auf die Drehachse dar. 
1r=TYa 
H, - fi = [prar, 
T=Te 
r=n 


H, fib = |prar, 


T=Te 


Es ist also 
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Taste 
H fics =]|prdr, 
r=Te 
r=ra 
A, fä, = [prar 
T=Te 


Da aber für die Scherkräfte v, die Gleichung 


r=r r=r 


1 8 P L€ J 
v, = 2a prdr = —|prdr 
T Dar P rj? 

T=Te T=Te 


gilt, so folgt auch der Reihe nach: 


H, — 
1 
Va = — iQ, 
Ya 
ee 
1 
va = — fi bz, 
T 
nt 
1 
Ve = — J1 la 
H 
v = — fı da 
Ta 
7; = 
Wird H, es RÄ =r, 
gewählt und Ta = 5i = 1r, 
r = 4i = $r, 
Te = 32 = Èr, 
ra = HÄ = $r, 
„=li=}n 


gesetzt, so erhält man die einfache Beziehung 


Va = $ f1 Q2, 


v = f f1 b2; 
DI 


Ve = 3Jı0: 
va = $ fido. 


Greift man aus der Zeichnung die im Kräftemaßstab abzulesenden 


Strecken fid = 47,8 Pel, 
fiba = 38,87 p, À, 
AA = 22,84 Pe d N 


jid = 8,94 Pe å, 


126 Die ringsum frei aufliegende kreisförmige Platte. 


so liefern die vorstehenden Formeln 
Va = 47,8 Bed, 
Vp = 48,6 DÄ > 
Vo = 38, l P4, 
va = 22,3 pe E 
Am Rande e der Aussparung ist selbstverständlich die Scherkraft 
% = 0, während der Auflagerwiderstand ara = Va sein muß; jenseits 
des Auflagerringes ist schließlich v, =0. Hiermit sind die Abgrenzung 
Ay, b3, Ca, dg, ge und die Gestalt der Scherkraftfläche bestimmt. 
Bemerkenswert ist hierbei, daß die Scherspannungen v, kurz vor 
dem Auflager und nicht am Auflager selbst ihren Größtwert erreichen; 
diese Eigentümlichkeit ist darauf zurückzuführen, daß im vorliegenden 
Falle die gesamte Scherkraft T, des zylindrischen Schnittes in der Nähe 
des Bandes langsamer als der Umfang 27 rh der zugehörigen Schnitt- 
fläche wächst. 
Setzt man r 


N; 
= [prar == — Py 
/ 
und dementsprechend z 
Z 1 f 
p =P—zjprdr—pt m. 


0 


so ist leicht zu erkennen, daß die Belastung p’ des stellvertretenden 
Balkens aus den abwärts gerichteten Kräften p und den aufwärts ge- 
richteten Kräften p, besteht. Die letzteren lassen sich ohne weiteres 
aus den Scherkräften v, auf Grund der Formel 


Do gr Se VI 
ableiten. Die Ausrechnung liefert 
für den Punkt A: p, = — has = — 956p,, 
0 
5 \? fiba 
B: p= (2) £ = 1215 
Po LU 2 1 „l > Pe H 
5 2 fe 
g EENG IE mg wegl E 
Pp 3 = 12,70 p 


R\2 d 
D: p=- (2) hd __11,177,, 
Yo 
E: p =0. 


Durch diese Werte ist die Abgrenzung der Entlastun gsfläche 
Qg, Da, Ca, da, ën festgelegt. 
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Die Ordinaten der Belastungslinie des stellvertretenden Balkens 
lassen sich nunmehr mit Hilfe der Formel 
P =P +H P 
bestimmen. Man erhält die Größen 


p = — 9,56 p, für den Punkt 4. 
p = 18,8—12,15 = + 6,65 p, für den Punkt B, 
p = 26,0 —12,70 = +13,30 p, für den Punkt C', 
p = 29,2 —11,17 = +18,03 p, für den Punkt D, 


r 
ll 


j +30,0 p, für den Punkt E. 

Die wirksame Behauptung p’ des Balkens ist also, wie man sieht, 
merklich geringer als die tatsächliche Belastung p der Platte. 

Ich trage jetzt den Kräfteplan II für die Belastung P, auf, zeichne 
mit der gleichen Polweite H, und von derselben Grundlinie 4, E, aus 
die zweite Seillinie A. b5. Cs, d;, €s, fs und erhalte hierdurch die aus 
den beiden Seillinien umränderte M,-Fläche. Sie hat die Ordinaten 

M, = = © im Punkt 4, 
M,=H,bb,=54- 9,64 p.i = 48,20 p./? im Punkt B, 
M,=H,56%,=54-18319,3= 91,55 2.4 im Punkt C, 
À - 24,35 p,4 = 121,75 9.4? im Punkt D, 
Å - 26,58 Pe å = 132,9 p.4” im Punkt E. 
51 -26,58 peł = 132,9 9.4” im Punkt F. 


Durch diese Werte ist noch nicht die endgültige Gestalt der M-Fläche 
bestimmt; um sie festzulegen, müssen noch, wie später gezeigt wird, 
entsprechend den jeweiligen Randbedingungen, geeignete Lösungen der 
homogenen Differentialgleichung 

Mu 1dM 


d eh 
dr? r dr 


| 


den Größen M, hinzugefügt werden. 

Ich betrachte nunmehr die M,-Fläche, die in der Abb. 47a von 
neuem dargestellt ist, als Belastungsfläche, zeichne den zugehörigen 
Kräfteplan III mit der Polweite H,=5/ sowie die entsprechende 
Seillinie As, be Ge, de €e» fe und bestimme mit Hilfe der jeweiligen 
Tangenten die Strecken 


fed, = 52235,19 9.4, 


feb; = 5 22 30,87 pe À, 
fec; = 52221,07 pe 2, 
fed; = 51210.37 pe}, 


fe, = 532 2,58 p4. 
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Sie stellen den jeweiligen Wert des Integrals 


r 


[Morar 


© 


Abb. 47a. 


dar und da 


= e [Marar 
r 


0 


dto 


I 


ist, so liefern sie der Reihe nach die Werte 
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dc, Ha zu s S 
N = = — — fa, = — P: À - 35,19 - 5 42 für den Punkt 4, 
r Ta 
H 


= — Ah = — pe 2 - 38,59 52 für den Punkt B, 
b 
H $ es ~ "éi D 
= — — fc, = — Pe Å - 35,11 - 542 für den Punkt (', 


Ha 
= —— fed; = — p. å - 25,92 - 5 42 für den Punkt D, 


H, 
Te 


fee; = — Dei, 13,29 - 5 42 für den Punkt E. 


Aus Gründen der Symmetrie ist für den Plattenmittelpunkt 


d: 
Fe 
dr S 


: då À i Së 
Trägt man die Werte N di auf, so wird durch den zugehörigen Linien- 


Zug Gy, bs, Co, dg, ge, fg eine Fläche, welche als Neigungsfläche der 
Platte gekennzeichnet werden möge, begrenzt. 

Die Abbildung zeigt wieder die Eigentümlichkeit, daß die elastische 
Linie nicht unmittelbar über dem Auflagerring, sondern kurz vorher 
die größte Neigung aufweist. Diese Erscheinung ist darauf zurück- 
zuführen, daß die wirksame Belastung p’ der Platte in der Nähe des 
Auflagers negativ ist und daß somit der eigentliche Auflagerwiderstand 
bereits kurz vor dem Auflagerring in Wirksamkeit tritt. 

Setzt man 1 f M 


so besteht zwischen den elastischen Gewichten = des stellvertretenden 


M 
Balkens, den Belastungen x = =" und %, die Beziehung 


N 
t =at 
Hierbei ist igi l dt 
ar = A = — (x- 2). 
r dr ıN\ dr 
Die Größen der aufwärtsgerichteten Kräfte x, ist also 
ür den Punkt A te BE 
für en Punkt A: m = — 7y ` 35, Pe 5# = (d Ber» 
542 
B: m, = ii 38,59 p5 = ANE 
1 S SE e E 
(zs, = — 35y. 35,11 p. 523 = —11,7 Pey > 
9 


Marcus, Platten. 
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z 1 EN A. Kim ee. 522 
für den Punkt D: m, = — JIN 25,92 p, 543 = — 12,96 pe ra 
1 ; 522 
er iin. 

LE? IN 13,29 9.54 13,29 p N 


Für den Mittelpunkt der Platte selbst gilt, wovon sich der Leser 
durch einfache Überlegungen überzeugen kann, der Grenzwert 


r 


(rs 1 1 
M, rdr) ant © (Moh aij” 
E /r=0 2 


Da vorhin für diesen Punkt 
M, = 26,58 p. 5 4? 
ermittelt worden ist, so wird 
(ass —% - 26,58 p, 5 22 = — 13,29 pe 5 4°. 
Die x,-Fläche ist in N-facher Vergrößerung in der Abb. 47a dar- 
gestellt und vom Linienzug ga, Ba Cg, do, €g; Jo umrändert. 
Die Krümmung der elastischen Linie ist nunmehr durch die Formel 


= Næ = N(n + a) 


bestimmt. Die Rechnung liefert 
d 


für den Punkt A: — N Ser — 7049.54, 
B: = (9,64 — 9,65) p.512 = - 0,019,5%, 
Ce = (18,31 — 1,7 ) p.52? = + 6,619.523, 
D: = (24,35 — 12,96) pe 522 = +11,39 p, 5 32, 
E: = (26,58 — 13,29) p, 54? = +13,29 9.5 2°, 


F: = (26,58 — 13,29) p, 5 4? = + 13,29 p, 5 22. 

Der negative Wert der Krümmung in der Nähe des Auflagerringes 
zeigt wieder, daß der Auflagerwiderstand im Verein mit den negativen 
Kräften p’ eine ähnliche Wirkung wie eine teilweise Einspannung ausübt. 

Werden jetzt für die Kräfte x, der Kräfteplan IV und die Seil- 
linie A; bio Cio fio fie fro gezeichnet, so stellen die von den beiden 
Seillinien umränderten Strecken die Ordinaten der elastischen Linie 
dar. Die aus der Zeichnung abzulesenden Werte sind: 


für den Punkt 4: N, = 0 
B: = H, De Drg = 7,38 p,(5 22)2, 
CG: = H; eio = 14,75 0.(5 AE 
D: = H, dedio = 20,85 p, (5 22}, 
Ob = H, e; 610 = 24,77 9.(5 22), 


F: = H; fe fio = 26,10 p. (5 42)? . 
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Um ein vollständiges Bild der Formänderung der Platte zu gewinnen, 
muß noch der Abschnitt jenseits des Auflagerringes untersucht werden. 

Für dieses Bereich, welches keine Belastung aufzunehmen hat, 
gelten zunächst die Gleichungen 


vor =Ü, 

Up =0. 

Es ist mithin auch dt E 
o o ` Sg sem 0 j 

d? ' rdr 


Eine geeignete Lösung dieser Differentialgleichung ist durch den Ansatz 
e g F 
5o = ( o logn P 


gegeben. Zur Ermittlung der Integrationskonstante C, steht die Be- 
dingung zur Verfügung, daß die Neigung der elastischen Linie 


an der Stelle r = r, mit dem vorhin für den Punkt A des belasteten 
Bereiches errechneten Wert 


dc, = 53 
Gr = — 35,19 pe N 
übereinstimmen soll. Es ergibt sich daher 
C, S 578 
e, =— 35,19 De Y 
und dar, = 54 ist: 
C, = —35,19 x (5 12}, 


r dr r? N 
dt, 14% een) ST 
En = 13519 
dr? r dr T351 N 
Für die Randfläche @ mit dem Halbmesser 
pos DÄ 
erhält man insbesondere 
1 dt, dto ES D L | dh GC ge 
—- = — e [= GZ = — 4,89 —.54, 
r dr dr 98,19 A Vë 4 u, Bee 


(52) 


e 918232 = 6,41 KN Gas 


g* 


6 
Za = O logn» LU = — 35,19 - pe 
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Hiermit ist die Gestalt der elastischen Fläche am Rande vollständig 
beschrieben. Der Spannungszustand am Rande ist durch die Werte 


Vor = 0, 
vs E l SCH m— 1 a 
o Al + = — —— - 4,89 p, (5 42), 
Sor ES S 5 mr dr m Pel ) 
1 dd L d 3 m— l Eet, 
E 1 EL GEM SS, e 4,89 p, (5142 
NM i G dr m dr? + m Dale 
bestimmt. 


Da der Rand frei von Biegungsspannungen sein soll, so erkennt man, 
daß die Ordinaten — des Grundfalles die Randbedingungen nicht er- 
füllen. Um die letztere zu befriedigen, müssen noch Kräfte oder Kräfte- 
paare längs des Randes angebracht werden, welche zusätzliche Bie- 
gungen M’ und Verschiebungen "7 hervorrufen und Spannungsmomente s, 
erzeugen, die den Momenten sor gleich, aber entgegengerichtet sind. 
Für diese zusätzlichen Formänderungen gilt die homogene Gleichung 


dë M 1 dam A ( d ld ) E a 4 me o 
dr? r dr e dr? r dr) ` 


dre " r dr 
Denkt man sich zunächst an Stelle der ringförmigen eine vollwandige 
Platte ohne Aussparung, so stellen die Ansätze 
M = Ci Pe(5 72), 


die geeigneten Lösungen der Differentialgleichung und somit die ge- 
suchten zusätzlichen Momente und Verschiebungen dar. 
Von den drei Bedingungen 


e eg wë Sp aj =0 fúr r= Tos 
dM, dM’ E 

Ü, es dr LNS =0 fü r=r, 

g= Gt =0 für r=r, 


sind die beiden ersten von vornherein erfüllt. Die dritte liefert 


: E 1 Aa i Sc am LI 0 
GË EE SE 
3 dr? mr dr m 2 Së dar 
m — l 
= +489 p52. 


Hieraus folgt für die Integrationskonstante C, der Wert 


om — | 
Cl wm ee e DR. 
I m+ 
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Die zusätzlichen Biegungsmomente sind mithin: 


ö SET t LEE mti g 
TE E E ATL AE 
dr? mr dr m 2 
m — | 


I 


—— 4,89 D, A A8. 
m 


j al ae Lë m+1 0, 
"Ar dr m dè?) m 3 


= — 4,89 9.548. 
m 


Nimmt man m = œ an, so erhält man für den endgültigen Spannungs- 


zustand die Werte nen 
a sr ` | 
a. = 4,89 p.542 — N TA 
Le 
= 4,89 p, 5 4 — NC 
3 Nr? r dr 
= 4,89 p54 — Na, 


ES, ODE 


Führt man die vorhin ermit- SE 
Abb. A8. Die Spannungsverteilung in der 


Së e : 
telten Größen N d, uda m kreisförmigen Platte ohne Aussparung. — 
dr S Der gestrichelte Linienzug gilt für die Platte, 
Rechnung, so ergibt sich der deren Randfläche mit dem Auflagerring zu- 
Reihe nach sammenfällt. 
für den Punkt G: s, = 6, s = + 9759.54, 
A: 8& = — 2,15 p.54, & = + 11,93 9.532, 
B: , = + 4,88p.52?, s = + 14,54 p,5 4}, 
C: 8, = + 11,50 pe 5 4?. Ss = + 16,59 9.5 4°, 
D: s, = +16,28 p.522, s = + 17,85 p.527, 
E: s, = +18,18 p. 54?, sı = + 18,18 p. 5 %7, 
F: s, = +18,18 p. 54?, s: = + 18,18 p, 5 22. 


Der Verlauf der Spannungsmomente ist in der Abb. 48 dargestellt. 
Man erkennt, daß im allgemeinen und insbesondere in der Nähe des 
Auflagerringes die tangentialen Biegungsmomente größer als die radialen 
und daher für die Querschnittsbemessung ausschlaggebend sind. 

Die Werte, welche die Biegungsmomente erreichen, wenn fy = fo 
ist, d. h. wenn die Randfläche mit dem Auflagerring zusammenfällt, 
sind durch den gestrichelten Linienzug angedeutet. Man sieht, daß bei 
Platten, die nur wenig über dem Auflagerring herausragen, die tangen- 
tialen Biegungsmomente in der Nähe des Randes sehr erheblich sind, 
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während sie im Mittelpunkt der Platte durch die Lage der Randlinie in 
Bezug auf den Auflagerring nicht wesentlich beeinflußt werden. 

Um jetzt noch die Wirkung der inneren kreisförmigen Aussparung 
zu untersuchen, wähle ich als Lösung der homogenen Differential- 
gleichung den Ansatz 


Gel KEE r 
D m Ze Kä A (r3 — r?) + C, logn LU e 
Das zugehörige Biegungsmoment ist: 

M'=0,954, 


B d M’ j 
1 == - Ce =). 


die Scherkraft: 


Die Bedingungen, welchen die elastische Linie genügen muß, sind 


Ge + =0 Dr rer, 
U, = Bar Lg =0 für rss fo: 
o =% +v ss D fü r=r,, 
8 =s tet fr rer, 
é, = Bu Lë ss für ren. 


Die drei ersten Bedingungen sind, wie man sich leicht überzeugen kann, 
von vornherein erfüllt. 
Die beiden letzteren liefern 


SES er 1 LR) s 28 Ger m—1 E 
für r =r;: Sr = GC ER ee ee BD JS, zo H ES? 


e 
Ster SE EN, 
m 


für r =r,: s=- 


in 
dr? 'mrdr 2 m E m ai 


dëi" L l dë 0. [Cım+1 m—l l 
= 9 A Pe 5,” 
e va BR (13, 29 +- L 18,29). 


Nimmt man wieder m = œ an, so lauten die Bestimmungsgleichungen 
für die Integrationskonstanten C, und Car 


# 1 L Y SL 
20 +6 Lë = 4,89 , 50 LO Lë = —13,29. 
Hieraus folgt 
- Cı = +5,4 C: 1 
2 1= + > d 32 = — 18,69 
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Die endgültigen Spannungsmomente sind also: 


72 2% 
8, = p5 AN (5,4 — 18,69 =) ` aw Ge 
` Lë dr? 
E E E EE a i di 
US pA (5,41 —+ 13,69 5) es 3 T 8 


Die Durchführung der Rechnung ergibt: 


für den Punkt G: s, = 0,0 , ës 10,82 p.522, 
A: ,=— 2389542, s= 13.252,52, 
B: s=+ í 4.23 p522. , ëss 16,23 p.522, 
©: ur. 9,35954#, & = 19.189.572, 
D: s, = +12,13 p.542, sı = 23,04 p.52? , 


E: = + 0,0 P5, sı = 37,40 p.522. 

Der Deg ist 
durch die Abb.49 veranschau- 
licht. Sie zeigt das rasche An- 
wachsen der tangentialen und 
den plötzlichen Abfall der radi- 
alen ` Biegungsmomente am 
Rande der inneren Aussparung. 
Der Vergleich mit der vollwan- 
digen Platte läßt außerdem er- 
kennen, daß durch die Aus- 
sparung die radialen Biegungs- 
momente in einer kurzen 
Entfernung des inneren Randes 
verhältnismäßig wenig beeinflußt werden, während die erhebliche Ver- 
mehrung der tangentialen Biegungsmomente am Lochrand eine merk- 
liche Herabminderung der Tragfähigkeit der Platte zur Folge haben muß. 


Abb. 49. Die Spannungsverteilung in der 
kreisförmigen Platte mit Aussparung. 


V. Die ringsum frei aufliegende rechteckige 
Platte. 


$ 16. Untersuchung der gleichseitigen, gleichmäßig belasteten 
dreieckigen Platte. 

Die dreieckigen Platten lassen sich am einfachsten mit Hilfe hexa- 
gonaler Gewebe behandeln. 

Die Beziehungen zwischen den Randbedingungen der Platte und 
der Randgestalt dieser Gewebeart sind bereits im Abschnitt II, $ 6,3 
untersucht worden. Als Anwendungsbeispiel will ich die Berechnung 
der gleichseitigen, gleichmäßig belasteten dreieckigen Platte zeigen. 
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Ich spanne über die Platte ein Gewebe mit gleichseitigen Maschen 
(Abb. 50) und verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte im Ein- 
klang mit den dreifachen Symmetriebedingungen. 

Entsprechend der Differenzengleichung (54) gelten die folgenden 
Gleichgewichtsbedingungen: 


2, på? 
4w, — g Zë 23 Ts 
1 
2 pi 
4w, — 7 wı + w+ w+ w) = T 
2 | pie 
mn + mi rw 
2 2 
2 pi 
tw, — -y (2w + 2w; + 2w) = 
2 pie 
Ans — a (2w + Ze Ze =f 
J 
Die Auflösung liefert: 2 9 pł 
L Së"? 
15 p4? 
RE EC 
18 942 
dt ` fC 2 
24 ph? 
a 
Es 27 pi 
> RA 


Hierbei ist bei einer Seitenlänge Ze 


e 
die Maschenweite A = T 


Die zugehörigen Momentenwerte sind: 
M, = Sw = yt p e = 0,03515 pe, 
M, = K w = a, e DC = 0,05859 pc? , 
M, = S w, = gé p e = 0,07031 pc?, 
MU, = S w, = de zp è = 0,09375 pe? , 
M; = S w; = ce p È = 0,10547 pe. 
Für die Ermittlung der elastischen Fläche stehen nunmehr die Glei- 
chungen 


2 Hi 9 p% 
42, — H = 
(US m, EL 
2 2 15 pä 
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2 218 pi 
42, — — S + z) = w, — = WE 
23 3 (2 + 3 +2, i 5) RK? 16 
2 2024 på 
4, D 2 22, TE E 
Z4 3 ( Za + Ki + Zz) WC 16 SS, > 
2 48 27 pi 
4, — CHE +22, +2 TE So 
5 3 ( «+ 4T 25) "SS 16 SS, 
zur Verfügung. Sie werden durch die Größen 
Be 63 pi 
1 Be 
Se? 135 p4 
T 128 Së 
SE 180 p% 
8NA’ 
„ _ 252 pi 
728 88° 
297 pi 
Z = =s ie 
128 S,S, 
befriedigt. Die entsprechenden Ordinaten der elastischen Fläche sind: 
S Z% _ 63 př% _ „pc 
VC Mi Sis N u 128 N = 0,00193 N D 
ge A 2% _ 135 pa „pe 
sa Siso N vuna 128 N age 0,00412 N D 
2 _ 180 pa ` Gg. DE 
= SIT = 128 Ki = 0,00550 $ a 
m z 252 på pc 
eme VE 9 Se 3 ee EES EE A 
Farf eg (ere BET "en 
Se 297 pit pe 
be ass = ac Ze: ss D J 
Co = 8,85 N 8s N 0,00908 N 


Für die größte Durchbiegung im Schwerpunkte der Platte ergibt 
sich durch Interpolation der Wert: 


. WOHER ar De 
E00 


oder, wenn man die Höhe des Dreieckes 


2a = 2 c cos30°, 


o 


SEET 
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in Rechnung führt: 


4 SE 
0,00951 pa = 0,01691 BE. 


m = EE j N 
4 
Bei einer quadratischen Platte ist 
pat 
Èm = 0,0649 —— 
‚0649 - N 


Die größte Durchbiegung der dreieckigen Platten ist also viermal 
kleiner als diejenige der quadratischen Platte gleicher Spannweite. 
Die Schichtlinien für die Momente M und die Verschiebungen & 
sind in Abb. 5l und 52 dargestellt. 
Zur Bestimmung der Randscherkräfte dient die Formel (72): 


A p 
De = rs (w + Wp) + 3 Ay 


Sie liefert für die Randknotenpunkte a, b, c, d (Abb.53), wenn man 


H o 
Âu = AJ = Ae = A = ~ z sec 80°), 
oe a? 
et i 
a 
fy = 4 
einsetzt, der Reihe nach 
2N w (EI 
vut = + PT = 0,21875 pa 
Sı 


2 pa Ne 
nomm (w + wi) + Ze 0,375 pa, 


2 


Vule) = ou Dës + w) + zZ = 0,46875 pa, 


Ya) = e w +— =0,5 pa. 


Die Randdrillungsmomente werden nach der Formel (73) 


gleewe) Kr 
errechnet. Man erhält 
für den Punkt ot, T 25 z sec (30°) = — » 2 sec (30°). 
TH AS 10 TIA! 
7 S8 7 


b:t 2 sec (30°) = — 
o= 0 a (z2 — z4) sec (30°) io Zen sec (30°), 


A Ee? 
Abb. 52. Schichtlinien der elastischen Fläche ei 
gleichmäßig belasteten dreieckigen Platte. 


ner ringsum frei aufliegenden 
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E 7 SS REN E SEET 
für den Punkt c:t, = Do SCH (23 — 23) sec (30°) = Oo g?” sec (30°), 
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18,8. are 
d:l = ig a a 7a) sec(30 )=0 
Für die Ecke A selbst ist, wie bereits früher nachgewiesen, t4 = 0. 


aras 

/\V CNN 
D% 2 
Ve , 


Le 


INVATAT ATA 


7 


Abb. 53. Auflagerkräfte einer ringsum frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten 
dreieckigen Platte. 


KE 


0.396875 na 


0539844 a 


Die Kurve der Randdrillungsmomente im Bereiche A b c d läßt sich 

nunmehr durch den Ansatz 
= te era A e e 
t = 67 [da (22u: — &) (Au) — 3ta (hu — S) (3u — é) + 3t (3 lu — 8) Gi EU 
U 

darstellen. Die Bedeutung der Randabszissen € ist hierbei ohne weiteres 
aus der Abb. 53 erkenntlich. Die an Stelle der Randdrillungsmomente 
wirkenden lotrechten zusätzlichen Auflagerkräfte sind durch die Glei- 


chung 
GUAM TELEFEE) IH SIEH 3E) +3 (64—104 EHI) 


"Se" en, 
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bestimmt. Die Anwendung dieser Formel liefert 


d z 26t, St, + 42 
für den Punkt A mit E= dÄ ` UI = 26ta- hr Et, 


6 = — 0,175 pa. 
a mit E= 3}, v = lte Ee ZA = —0,0875 pa. 
hu 
b mit È= 2}, v = Fa zs E AA +0,021875 pa, 
d 
c mit E=}, V= eri dees = -0,071093 pa, 
d 
dmiti=0 = nz Si EE a +0,0875 pa 
d 


AN TOTAN 
ANVAR ke NI, 
T NA 

AN 


2a 


Tee wn mal 


Abb. 54. Spannungsbild einer ringsum frei aufliegenden, gleichmäßig belasteten 
dreieckigen Platte. 


Die Endwerte der Auflagerwiderstände sind also: 
Ou ss äu F Vu = —0,175 pa für den Punkt A, 
= (0,21875 —0,0875)pa =+0,13125 pa für den Punkt a, 
= (0,375 +0,021875) pa = +0,396875 pa für den Punkt b, 
= (0,468 75 + 0,071093) pa = +0,539843 pa für den Punkt e, 
= (0,5+ 0,0875) pa = +0,5875 pa für den Punkt d. 
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Die Verteilung der Auflagerkräfte ist in Abb. 53 veranschaulicht. 
Man erkennt, daß im Gegensatz zur rechteckigen Platte weder Drillungs- 
momente noch Einzelkräfte in den Eckpunkten auftreten, während die 
abwärts gerichteten Auflagerwiderstände auf einer schmalen Rand- 
strecke in der Nähe der Eckpunkte vereinigt sind. 

In der Abb. 54 sind noch die auf Grund der Formel für m = 19 
errechneten Hauptspannungsmomente längs einer Winkelhalbierenden 
eingetragen. Wie bei der rechteckigen Platte treten in der Nähe der 
Ecke negative Biegungsmomente auf. 


VI. Die allgemeinen Grundlagen für 
die Untersuchung statisch unbestimmter Platten. 


In den bisherigen Untersuchungen von Platten mit ebenen Rand- 
flächen sind nur diejenigen Belastungs- und Lagerungsarten in Be- 
tracht gezogen worden, bei denen die Randwerte für das Biegungsmaß 
M und die elastische Verschiebung ¢ von vornherein gegeben und die 
Merkmale der statischen Bestimmtheit insofern vorhanden sind, 
als die zur Errechnung der w-Ordinaten des Gewebes dienenden Gleich- 
gewichtsbedingungen völlig ausreichen, um sowohl die Werte M 
für jeden Punkt der Platte wie auch die Randscherkräfte v zu ermitteln. 

Wenn sich die Randwerte M nicht unmittelbar aus den Randbe- 
dingungen ableiten lassen oder wenn die reinen Gleichgewichtsbedin- 
gungen nicht genügen, um alle Werte M zu berechnen, so sind die Rand- 
scherkräfte oder die eigentlichen Auflagerwiderstände als statisch un- 
bestimmte Größen zu betrachten, weil sie nicht aus den Gleichge- 
wichtsgleichungen, sondern erst aus den in den Elastizitäts- 
gleichungenausgedrückten Rand- oder sonstigen Auflagerbedingungen 
ermittelt werden können. 

Die Behandlung dieser statisch unbestimmten Fälle ist verschieden, 
je nachdem die Platte nur an den Rändern oder auch innerhalb der 
letzteren auf einzelnen Stützpunkten gelagert ist. In den nachfolgenden 
Untersuchungen werde ich zunächst die allgemeinen Grundlagen für 
die Behandlung dieser beiden Lagerungsarten entwickeln und sodann 
ihre Anwendung in einer Reihe von Beispielen erläutern. 


$ 17. Die Untersuchung von Platten, die nur an 
den Rändern gestützt sind. 
Ich betrachte eine Platte, die im Randbereich a,b,c,d... nicht 
frei aufliegt, sondern beliebig gestützt sein möge. 
Sieht man von den besonderen Bedingungen, die für diesen Bereich 
gelten, vorläufig ab und wird die tatsächliche Stützungsart vorerst 
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durch eine freie Auflagerung ersetzt, so können für diesen gedachten 
Zustand die von der Belastung hervorgerufenen Verschiebungen £, wie 
bei jedem statisch bestimmten Fall ohne weiteres ermittelt werden. 
Um den wirklichen Zustand wieder herzustellen, müssen Kräfte oder 
Kräftepaare an der Randstrecke a, be, d... hinzugefügt werden, welche 
zusätzliche Verschiebungen ©’ erzeugen, die im Verein mit den ursprüng- 
lichen Verbiegungen Z, die tatsächlichen Randbedingungen erfüllen. 

Da in dem zweiten Belastungszustand keine Kräfte p an der oberen 
oder unteren Abgrenzungsebene der Platte angreifen, so gilt offenbar für 
diese zusätzlichen Verschiebungen die homogene Differentialgleichung: 


car DIE DE 
ES EI en = Dee e ee el, 
j cxt GLOP Cyt 


Die eigentliche Aufgabe der Untersuchung ist es also, diejenigen 
Lösungen dieser Differentialgleichung zu finden, durch welche die Grund- 
lösung tə ergänzt werden muß, um den vorgeschriebenen Randbedin- 
gungen vollauf zu genügen. 


1. Die analytische Ermittlung der Zusatzlösungen. 
Eine geschlossene Formel für die Zusatzwerte I’ 

den einfachen Ansatz 

E = de Hat + TE + at? + bay? + azt? + E EE EE E 
+ cezxy? + d (at — yt) + dalit - 62 Y +y?) 

gegeben; unter o. b,c, d sind hierbei konstante Größen zu verstehen. 
Dieser Ansatz reicht aber nur in den wenigsten Fällen aus. Für die 

meisten Untersuchungen kommen in erster Linie Zusatzlösungen in 


der Form S l 
G = D Ar cosk— Cojk $, ) 
Ri = Š Bısin £ STE 


Pr Be 
Wil ag ` Or cos er Sink 3 


ist zunächst durch 


> 


pe 


(95) 


Ze 
Er 
J 
| 
D 
S Sa Q 
2. 
D 
SH 
| 
Lo 
e 
SS 
>N 
e sje aje 


Ay 
| 
I) 
ke 
Ò 
Ré 
Se 
toi 
3 
Es 


1 


aje © 


>i 


Dë ze Ki F, sing ` Goĵk 
wie v -ern Y 
srıı = Ka cosk P y Cojk 7> 


- x x ER y 
EPI = > H;sink e ink - 


Neee. 
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(mit den durch Vertauschen von x mit y entstehenden Variationen) 
in Betracht. In diesen Reihen stellen 4, B, C, D,E, HO H die un- 
veränderlichen Beizahlen, E die Ordnungsziffern 1, 2, 3, 4,5..., c eine 
als Vergleichsmaß dienende beliebige Länge, sin und cos die trigono- 
metrischen, Sin und Got die hyperbolischen Funktionen dar. 

Um auch für die in Polarkoordinaten ausgedrückte homogene 
Differentialgleichung 

6° 1 d 1 Gë fa 1 og L oc 
tirta za) EE SS Lë 

Lösungen in möglichst einfacher Gestalt und klarer Gesetzmäßigkeit 
zu erhalten, führe ich die Funktionen 


k k 
TET m Cofir, i), 


k -k 
g” f x 
BEE Sin(r, k) 


ein, die im Hinblick auf ihre Verwandtschaft mit den gewöhnlichen 
hyperbolischen Funktionen als radiohyperbolische Funktionen kt 
Ordnung bezeichnet werden mögen. 

Wenn man an Stelle der üblichen Differentialguotienten die Diffe- 
rentialausdrücke 


€ 
x vu e DEE, 
€ 


bildet, so erhält man der Reihe nach 


F, Cof (r, k) =k Sin(r, k), 
F: Cof (r, k) = k Cof (r, k). 
V; Coj (r, k) = E Sin(r, k). 
Vi Cof (r, k) = kt Coj (r, k) 

F, Gin tz, k) =k Coj(r, k), 
V:&in(r,k) = k2? Sin (r, k). 
Vi Gin (r, k) = X Coj (r, k), 
V: Sin (r, k) = kt Sin (r, k). 


und ebenso 


Die radiohyperbolischen Funktionen besitzen also hinsichtlich der 
Differentialoperationen V,, Vz, V}... die gleiche Periodizität wie die 
erste, zweite, dritte ... Abgeleitete der gewöhnlichen hyperbolischen 
Funktionen. Die beiden Arten hyperbolischer Funktionen haben über- 
haupt dieselben Eigenschaften. Überträgt man beispielsweise die 


Formeln e 
Cof (p) — Sir? (p) = 1. 
Sin2 qp = 2 Smp Cof p 
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auf die radiohyperbolischen Funktionen, so findet man die gleichen 
zieh En i 

Beziehungen Goj?(r, D — Sin?(r, E) = 

ledar. Sin (r, 2 k) = 2 Sin (r, k) SS r,k) 

Ich schreibe nunmehr die Hauptdifferentialgleichung in der Form 


A e ĉ? )( SE GC ` 
GE EE E EE E ES 
atig Te + Ta) 0. 


Es ist leicht zu erkennen, daß die Reihen 


wr 


CO = X a cos(k g) Coj(r, k), 
Ir = X brsin(k g) Sin (r, k), 
Si = X crcos(k g) Sin (r, k), 
Ir = > dysin(k g) Coj (r, k) 
diesen Gleichungen genügen. Hierbei stellen a;, br, Cr, d; die unver- 
änderlichen Beizahlen dar. Die Ordnungsgrößen L müssen, damit £’ 
eine periodische Funktion von e sein soll, ein ganzes Vielfaches von 
277 sein. 

Durch die Verwendung der radiohyperbolischen Funktionen ist die 
Darstellung der elastischen Flächen mit polaren Koordinaten auf die 
gleiche Form wie bei der Benutzung eines rechtwinkligen Achsen- 
kreuzes zurückgeführt. 

Die Auswahl des geeigneten Ansatzes und die Anzahl der aus jeder 
Reihe in Berechnung zu stellenden Glieder hängen einerseits von den 
Symmetriebedingungen in bezug auf Gestalt und Belastung der Platte, 
andererseits von den jeweiligen statischen oder geometrischen Rand- 
bedingungen ab. 

Lassen sich die letzteren für irgendein Bereich durch eine ai 
mehrere Differentialgleichungen in der Form 


eis, gp, E, ët, ët. Jess 
darstellen, so können zunächst für die Grundwerte ć, die Größen 


(96) 


fe, Ys Cos Otos A Oba- d em 2a 
und ebenso für die Zusatzwerte [” die Größen 


p(z, Y, e GC, ar, PEs $ .) ZS z 


errechnet werden. 
Da im endgültigen Zustand 


te u» 
Ce Cake 


sein muß, so liefert die Bedingung 
Ass BL EI =0 
die zur Ermittlung der statisch unbestimmten Größen 4, B, C, D 
erforderlichen Bedingungsgleichungen: die Anzahl der Randpunkte, für 
Marcus, Platten. 10 
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welche diese Gleichungen aufzustellen sind, muß hierbei selbstverständ- 
lich dieselbe sein wie die Anzahl der Werte A, B, C, D..., welche 
ermittelt werden sollen. 

Man kann aber auch ô als eine Fehlergröße betrachten und ver- 
langen, daß längs des fraglichen Bandes von der Länge l das eigentliche 
Fehlermaß ` 2 

F =| dl = | (Z, + Zal 
o 0 


ein Minimum wird. Man erhält dann die Randbedingungen : 


cF A 

=b] (tdle, 

cd; N ) k 

f E _ 

SC -2 (+2) 55.410 
3 

. l (97) 

oF SS 

ee o z er 

SSC -2 [12 LÉI: -dl = 0, 

AF E 7 

g . S ô 22 

ip, 2| +a g” 


Diese Gleichungen eignen sich besonders zur Ermittlung der Größen 
Ar, Br, Cr, De... ., weil sie die Konvergenz der Reihen leicht erkennen 
lassen. Die Umwandlung der Randdifferentialgleichungen mit Hilfe 
der Variationsrechnung gestattet überhaupt, wie die Anwendungsbei- 
spiele zeigen werden, eine wesentlich einfachere und raschere Lösung 
der Aufgabe zu erzielen. 


2. Die Ermittlung der Zusatzlösungen mit Hilfe 
der Gewebe. 
Die homogene Differentialgleichung 
ypt Fre — 0 
zerfällt, wenn EE Ca S , 
u Ca + oy le NR 
gesetzt wird, in die Differentialgleichungen 


PW — 0. 


Die Untersuchung von Platten, die nur an den Kändern gestützt sind. 147 


Ich kann an Stelle der ersteren die Differenzengleichung 


(I? u), E (4? w)y a 


dr i Ay 


verwenden: hierbei ist wie früher 
W =N w. 

Die Größen ar sind die Ordinaten eines unbelasteten Gewebes und 
lassen sich mit Hilfe der Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes, sobald 
die Ordinaten Wa, Wa, We, Wa... der Randknotenpunkte a, b, c,d... 
bekannt oder vorerst als gegebene Größen betrachtet werden, ohne 
weiteres errechnen. 

Ebenso kann die zweite Differentialgleichung durch die Gewebe- 
gleichung (Ar), (P 


wf "o 
2 y w 


br 


wobei 


ist, ersetzt werden. Sind za, 2; Ze, Sé... die Randordinaten des zweiten 
Gewebes, so lassen sich aus den Gleichgewichtsgleichungen des letzteren 
die Ordinaten z’ aller übrigen Punkte des Gewebes als Funktionen der 


elastischen Gewichte w’ und der Randwerte za, Z}, Ze, zu... darstellen. 
Es ist also allgemein 

e a Žk 

d Leg Id Se HOCH > Wh, We, War .) "E Plis Ihs Zes Zd- E 

“ E E > o. Ap N e als, 2 

be SS Geo SS bg T HO Wh, We, Wd- ek SR KSC Zb Zes Zd.. Aa 


Um die Gestalt und den Spannungszustand des Randes zu be- 
stimmen, müssen von vornherein für jeden Randpunkt r zwei Bedin- 
gungen in der Form 

ln A A irs Adel, ) 
de E EE EE 
vorgeschrieben sein. 

Stellt man diese Gleichungen für jeden Randpunkt a, b, c, d... 
der Reihe nach auf, so gewinnt man für die statisch unbestimmten 
Größen Un, Wo, We, Wa -- -> Zas Zb, Zes Sé... ein doppeltes Gleichungs- 
system, aus denen sich diese Größen als Funktionen der Grundwerte — 
errechnen lassen. 

Die Lösung der Aufgabe wird in den meisten Fällen dadurch wesent- 
lich erleichtert, daß die durch die Gleichungen (98) ausgedrückten Be- 
ziehungen einfach genug sind, um eine unmittelbare Umwandlung von 


(98) 


Zus Žbs Že, Zd. - N Wa, Wb, We, Wa... zu ermöglichen: es bleibt dann 
nur ein einziges Gleichungssystem zwischen den Größen Wa, Wp, We, 
wg... übrig, dessen Auflösung keine Schwierigkeiten bereitet. 


10* 
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Es sei schließlich bemerkt, daß man die endgültigen Werte E auch 
ohne die Zerlegung in Grund- und Zusatzwerte unmittelbar aus der 
Differenzengleichung vierter Ordnung 

HU cd (4 len db (AS Ch, Gë +2 

Ay N 


2 92 D 
dë Ay A, 


+2 


errechnen kann. Es müssen dann die Ordi- 
naten ¢ nicht allein für die Randpunkte a, b, 
e, d..., sondern außerdem, je nach der 


Tore Ordnung der für den Rand gültigen Differenzen- 
sg gleichungen, für die außerbalb des Randes in 
Leg der ersten oder in der zweiten Zeile liegenden 

Punkte 

Abb. 55. Qis Bas Pis Ai Gas Pos Yos de, 
(Abb. 55) bestimmt werden. 

Durch die große Anzahl der Unbekannten, die überhaupt in dem 
gesamten Gleichungssystem und auch in jeder einzelnen Gleichung vor- 
kommen, wird die Auflösung erschwert und die Genauigkeit der Ergeb- 
nisse wesentlich beeinträchtigt. Die Anwendung der allgemeinen Diffe- 
renzengleichung ist daher nur bei den einfachsten Randbedingungen 
zu empfehlen. 


$ 18. Die Untersuchung von Platten, die auch innerhalb der 
Ränder auf einzelnen Stützpunkten aufgelagert sind. 


Die Untersuchung von Platten, die an den Rändern frei aufliegen 
oder eingeklemmt sind und außerdem auf einzelnen Stützpunkten 
a,b,c,d... (Abb. 56) aufruhen, läßt sich in ähnlicher Weise wie die 
Untersuchung statisch unbestimmter ebener Tragwerke durchführen. 

Denkt man sich zunächst die Auflager- 
widerstände Xa, Xo, Xe, Ka... beseitigt, so 
bleibt die Platte nur an den Rändern gestützt, 
und es lassen sich die von der Plattenbela- 
stung erzeugten Verschiebungen &, ohne 
weiteres errechnen. Die Punkte a, b, c, d 
erfahren hierbei die Verrückungen 


Abb. 56. 


Cias top D Cory ef cn» 

Wird die Platte jetzt ausschließlich mit X, = —1 belastet, so ver- 
schiebt sich der Punkt E der Mittelfläche um Cpa. Ebenso entstehen 
unter dem alleinigen Einfluß der Kräfte X, = —1, X = —l, 
Xa = —l ... die Senkungen 


Cisy Gres e ER 


7, aeg Sa D Je D WË e e 
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Die gesamte Verschiebung des Punktes k im Endzustande ist also 


fr. _ P P ` vu Se ze 

r = soh — Xabar — Aycır — Xe Cet — Xa irr- (99) 
Für die Punkte a, b, ¢, d... gilt insbesondere: 

Ča nz Coa a Xat saa T X, af ES A, ec? diz Xu bata dE 


o =x P ER Kak Sab 7 X, Éve — Ge e? e X Say EE 
Ze = a ai Xa% Sae "` Kb sbe T Se ae Sa X; Sde rss? 
Sa oa — eteg Oe edd — oc, 
Aus dieser Gleichungsgruppe können die statisch unbestimmten 
Größen Xa, Xs, Xe, X... ., wenn die Verschiebungen tz, Si. Ze CH... 
von vornherein bekannt sind, ermittelt werden. Ist 


E ss E wm E wm Éim fi, 
so nehmen die Elastizitätsbedingungen die einfache Form: 
Ke + Xo oa + ee + Xa baa + mia mg Ges 
Xabat H As lio t Ae eck Xabar t -o = Sei: | 
Xa Sas + Ke cf + Xe fse + Xalae + EUER Šoe Ss E (100) 
Xaaa t Zo boa + Leboa + Zadaat-- - = La: | 


Sind die Größen X gefunden, so kann man die endgültigen Ordi- 
naten ¢ der elastischen Fläche bestimmen und die zugehörigen Span- 
nungsmomente errechnen. 

Die Lösung der Aufgabe wird wesentlich vereinfacht, wenn bei der 
Auswahl der statisch unbestimmten Größen und ihrer Gruppierung die 
Symmetriebedingungen ausgenutzt werden. Bei rechteckigen Platten 
wird man insbesondere, wenn die auf S. 49 für die Zerlegung der Be- 
lastung in vier Gruppen aufgestellten Symmetriegesetze auch auf die 
Verteilung der statisch unbestimmten Größen angewandt werden, er- 
reichen können, daß die Elastizitätsgleichungen in vier Gruppen zer- 
fallen, welche nur ein Viertel der Unbekannten enthalten. 

Man kann im übrigen auch zur Errechnung der statisch unbestimmten 
Größen die Bedingung heranziehen, daß die innere Formänderungs- 
arbeit A; ein Minimum werden soll. Wird als Maß für diese Arbeit 
der Wert 

m? (m= 1) 


A lr ry lete i es -tozas 


m l j a e 2 . 
SE 


zugrunde gelegt, so folgt aus 


04; CA i EE es; c EH 
u Zi ba SS ër ar 2 zy 3 re: 
JX, 0: Nr; EX, Le 2%, Dir lv GR, dedy=0. 
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Diese Formel, welche die Grundlage der meisten Näherungsrech- 
nungen bildet, leistet gute Dienste, wenn es möglich ist, sowohl die von 
der Plattenbelastung erzeugten Spannungsmomente Meo, Soz, Sen: tory 
wie auch die der alleinigen Wirkung von Xa, Xop... entsprechenden 
Momente Ma, My... äus, Bis... Says Sby- - - azy» Den... durch leicht 
integrierbare Funktionen von x und y auszudrücken. 

Man gewinnt eine besonders einfache Näherungsformel, wenn man 
in der Gleichung für die innere Formänderungsarbeit das Glied 


IC Sy GER ef dx dy DH 


welches bei ringsum frei aufliegenden Platten in vielen Fällen über- 
haupt verschwindet, ganz vernachlässigt. Die Elastizitätsgleichungen 


Eh, 
OX, 
04; 
ee nl, 
c Xe 
0A: 
Een, 
6X, 
liefern dann, wenn 
M = M, — M,Xa — My, Xy — Me Xe... (101) 


gesetzt wird: 

Xa [f Maidedy + X, f[M. M,dxdy + X.|[M.M.dxdy +... 
= ({M,M.dady, 

Xa fJ U, Madedy + X ff AMidrdn + X.[[ M, M.dzdy +... 
= |[M, M,dædy , 

Xaj M. Madäzda + X,[fM,M.d&dy + X.M dredy +... 
= UA, M.dx dy. 


(102) 


Diese Elastizitätsgleichungen stimmen vollkommen mit denjenigen 
der vollwandigen, ebenen Träger überein. Sie bieten für die zahlen- 
mäßige Durchrechnung den Vorteil, daß ihre Beizahlen nur von dem 
Biegungsmaß M abhängig sind und daher lediglich die Ermittlung 
der w-Ordinaten, nicht aber die Bestimmung der z-Fläche voraus- 
setzen. 

Es sei schließlich bemerkt, daß die zur Errechnung der Beizahlen 
erforderlichen Integrationen durch eine mechanische Quadratur ersetzt 
werden können: die Ableitung der fraglichen Umwandlungsformeln ist 
durchaus einfach und kann daher außer Betracht bleiben. 
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VII. Die ringsum eingeklemmte Platte. 


Die Platten, welche in diesem Abschnitte behandelt werden sollen, 
sind am Rande derart befestigt, daß die Mittelfläche weder eine Ver- 
schiebung noch eine Drehung erfahren kann. 

Diese feste Einspannung ist durch die Randbedingung 


a 


gekennzeichnet. cu 

Im Abschnitt IV, $ 15 ist bereits gezeigt worden, wie die Einspan- 
nungsmomente gewählt werden müssen, wenn diese Randbedingungen 
bei der kreisförmigen Platte mit 
achsensymmetrischer Belastung er- 
füllt werden sollen. 

Handelt es sich um reckteckige 
Platten, so gilt für die Ränder 
© = +a die Gleichung: 


Co 


Sind Ze und &; die Ordinaten zweier 
im Abstande å, links und rechts vom 
Randpunkt % liegenden Punkte ö und ! der elastischen Fläche, so lassen 
sich die Randbedingungen auch durch die Gleichungen 


ausdrücken. Es ist also für v = +a 
Gel 
und ebenso für die Ränder y = +b 


om S Sn: 


$ 19. Die gleichmäßig belastete quadratische Platte. 
Für die in der Abb. 57 dargestellte quadratische Platte, die von 


ki a D D 
einem Gewebe mit der Maschenweite ,= Än = À = EN überspannt ist, 


lassen sich demnach zur Bestimmung der Randgestalt des z-Gewebes 
die folgenden Beziehungen von vornherein angeben: 

Sex ees D. Sr es D. Ze ss U., Se ss UO. 

Za =y; Ben Së, mu: 
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Führt man diese Werte in die allgemeine Differenzengleichung (35) 


J 
202; — Stat + Zn) + 2 (2o + 2p + zatz) + (z+ atut) = S T 
152 


ein, so erhält man unter Beachtung der Symmetriebedingungen das 
Gleichungssystem : 


e pi 
222,—162,+ 2z, H 22, DATE EM 
+ Zi sch 3 SE 5 EEN 
j4 
— 82,+232,— Bast lz, — 8z;+ 32, BER PR E 
z 8,8, 
ja 
+ Le Beck Bä Bal 22,— Szet 274+ 1 lee 
Së: 
WEI 
+ 22,—162,+212, + 42,— 8, + 14 BR aa 
IER 
74 
+ 22,—162,+ 4z; +202,—162,+ 22,+ 22 D 
KA 
REI 
+ Ss Bat Ze Ba äs Sa 8%+ 32, le Ze, 
88,’ 
j4 
+ da but 22,162, tiant Aë St 1-2, 
SS, 
FEI 
+ 22, + 22516204 42.4222, 162,4 2201-2, 
E? 
J4 
Is dh Vë Bän Huch Big Bi, 
SE 
924 
+ dek Box 322+ 20251: Ze 
Seine Auflösung liefert: Der 
en ER j p4’ 
z, = 0,4210074 27, = 3,30408 2—, 
: ES, aa ECH 
A4 
zy = 0,97826 2, 2, = 3,65550 2, 
S; S3 1^2 
z= 1,37609 2% MEPE T 2% 
ën CS e Le CSC e 
we, EE ? pit 
2 = 1,51577 =—- = 5,25742 SH 
d 5 Ecg Se = 5, 5, 
p4 pi 
z; = 2,31889 Pi, = 5,83435 24, 
5 SS Zio = 5,83435 S, S; 


Die Durchbiegung des Plattenmittelpunktes ist 


8,85. as 
10 = “E? 21 = 0,0228 E À 
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Bei einer ringsum frei aufliegenden Platte ist hingegen 
aer 
Ca = 0,0649 2E. 
N 
Durch die feste Einspannung wird also die größte Durchbiegung 
der Platte auf ein Drittel der Durchbiegung der frei aufliegenden Platte 


herabgemindert, während beim beiderseits eingespannten und beim frei 
aufliegenden Stab die größten Durchbiegungen sich wie 1:5 verhalten. 


+0,14803 px 


-086858 pæ 


- 078947 pa? 


Abb. 58. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichmäßig belasteten 
quadratischen Platte. 


Die Grenzwerte der Spannungsmomente 


0? e ` ida 6? È 
m a E & = — AN = —N -+ F 
ee 77 s Naar tsy "Zen 
für die wichtigsten Netzpunkte sind in der Tafel 11, welche auch die 
Randwerte 3M ôM 
Cip R eg Vy = -7 
ôy ” Gg 


enthält, zusammengestellt. Der Spannungsverlauf längs der Mittel., 
Diagonal- und Randlinien ist durch die Abb. 58 veranschaulicht. 
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Tafel 11. 


Die Spannungsmomente und Scherkräfte der ringsum eingeklemmten, 
gleichmäßig belasteten quadratischen Platte. 


z 4 | A | Se | i ry Ss = 8z — İzy | Su = 82 t try KR 
| j | i 5 | | 9 
+l; 0 | —0,18947i 0 ef VE tt nt D zi 
Zi 0 | —0,03900 , +0,01746 — |} - |] = pa? 
+? 0 ! +0,08361 | +0,04393 |! — seg E es 220 
+i 0 , +0,06406 ; +0,06455 — — j — | pæ 
+0| 0 | +0,07212 | +0,07212 — — — pa 
; ! E mc? Der e, Den D e 
—1| +4) +0,05754 | +0,05754 | +0,01316 | +0,04438 | +0,07070 | pa? 
— $| +ï] +0,02222 | +0,02222 | +0,03765 |; —0,01543 | +0,05987 | pa? 
se A Z | —0,00852 | —0,00852 | +0,03623 | —0,04475 | +0,02771 | pa? 
H VI f 
| | Sr Ur vy 
| 
=l 9 —0,18947 pa? +0,86658 pa o pa 
E E —0,17201 pa? +0,80415 pa |  +0,13442 pa 
—1!| +3]  —0,12228 pa? +0,60423 pa | +0,23877 pa 
—1i +3  —0,05263 pa? +0,23332 pa |  +0,24452 pa 
=I ER 0,0 pa? —0,14803 pa +0,14803 pa 


Im Plattenmittelpunkt tritt das größte positive Biegungsmoment 
Sz = Sy = 0,072116 pa?, 
in der Randmitte das größte negative Moment 


SE a, = —0,18947 pa? 


Es besteht somit zwischen diesen beiden Werten fast dasselbe Ver- 
hältnis wie beim eingespannten Träger. 
Bei der frei aufliegenden Platte ist das größte Moment 


Sz = Sy = 0,14554 pa?. 


Durch die Einklemmung wird, wie man sieht, das größte positive 
Moment nur auf die Hälfte desjenigen der frei aufliegenden Platte (und 
nicht auf ein Drittel wie beim eingespannten Stabe) verkleinert: das 
negative Moment ist aber um ein Drittel größer, während es beim 
eingespannten Träger um ein Drittel geringer ist. 

Diese erheblichen Abweichungen zwischen Platte und Träger so- 
wohl hinsichtlich des Durchbiegungs- wie auch des Spannungsverhält- 
nisses sind besonders beachtenswert, weil die von den deutschen. Vor- 
schriften für die Berechnung kreuzweise bewehrter Platten empfohlenen 
Näherungsverfahren sich auf die Zerlegung der Belastung in zwei Rich- 
tungen beschränken, im übrigen jeden Streifen als Balken behandeln 
und daher nur ein verzerrtes Bild des Spannungsverlaufes geben können. 
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Bemerkenswert ist noch, daß bei der eingespannten Platte überall 


a. 


C 
am Rande PYT = 0 ist. Es treten also weder Randdrillungsmomente 


noch Eckkräfte auf, und die Auflagerwiderstände stimmen mit den 
lotrechten Randscherkräften völlig überein. Die Ecken selbst, in denen 
sonst bei freier Auflagerung die größten Drillungsmomente und nega- 
tiven Biegungsmomente entstehen, werden nur durch Scherspannungen 
beansprucht. 


§ 20. Die mit einer Einzellast in der Mitte belastete 
quadratische Platte. 


Die Anwendung der vorhin benutzten allgemeinen Differenzen- 
gleichung der elastischen Fläche führt, wenn in einem größeren Bereiche 
die Platte nur mit Einzelkräften belastet wird, insofern nicht zum Ziele, 
als die Grundgleichung 
Ferr? 

dek: 
wie im Abschnitt III, $ 8 bereits erörtert, für p= we nicht streng 
gültig ist. 

Wird die Last auf einer Druckfläche von der Länge 2e, und der 
Breite 2e, verteilt und zunächst freie Auflagerung vorausgesetzt, so 
können die Grundwerte M, und Z, mit Hilfe der Gewebe nach dem Vor- 
gange des Beispieles in $ 8 ermittelt werden. 

Durch die Einspannung werden in den Randpunkten a, b, c, d 
Momente Ma, Me, Me, Ma und in den übrigen Innenpunkten der Platte 
Momente M’ hervorgerufen. Die zugehörige Momentenfläche läßt sich 
durch ein Gewebe mit den Randordinaten Wa, Wp, We und wa darstellen. 
Da dieses Gewebe im übrigen unbelastet ist, so müssen die Ordinaten w’ 
der inneren Knotenpunkte und die Randordinaten Wa, Wb, We, wa der 
homogenen Differenzengleichung 


(4 cl, , (w) 


dr A 


=0 


genügen. 
Für die quadratische Platte der Abb. 57 mit der Maschenweite 


l= An zs A zm S gilt demnach das folgende Gleichungssystem: 


An — 2w, — 2w, =0, 


— Wl nn w — w Me 
— w, + tw, wh w-w=®0; 
—2 w, + 4w — wi— GER 


—2 w, + 4w; — 2w; =0, 
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— mw w, Ann w—-w=0, 


— w Bad lag h =0, 
— 2w, + 4w, — 2w ss (, 

— w, 2w+4w— wo =0, 

— 4w + two weg 


Hieraus erhält man: 
272w, = LÉI w, + 62w + 3lw+ 12w,, 
272w, = Bw + lL24ur + 62w, + 4wa, 
272w, = 3lw + 62w + 133w, + 46w, 


272w, = 24w, + 48w, + 92w., + 108w,, 
272w, = 50w., + 100w + Bé, 38w, 
272w; = 3w+ Tw, + 106w-4- 52w, 
272w, = 34w, + 68w, + 102w, + 68w, 
272w = 37Tw+ T4w, + 105w, + 56w, 


272w, = 36wa + "äng, l04w, + 60w, 
272w = SÉ, + T2w, + 04w, + 60Owa. 


Wird nunmehr das Gewebe mit den elastischen Gewichten = 
2 


belastet, so wird seine Gestalt durch die Gleichungsgruppe 


22 
tz Bai = w -y , 
Ze 
H 
- +i- d =w, 
Sa 
H 
H HM r H p 
-= 3+43—- 4-2% we > 
Ss 
A2 
D d d ’ 
23 +44, — z% = S 
Ha 
2 
—2 2z, +42, — 2z, uw — , 
So 
4 A [2 A 12 42 
— 3—- z +44 z z=-w > 
So 
A3 
A d Z 
Se z4 — 2% + 4z — zh = Wh x 
Sp 
i RE ‚» 
2%, +42 - 22, a e N. 
So 
d z ` H A 
Z 
— u HS + 4z — Sin = Wy em 
Sg 
Z 4 42 
— Z 
42, + 4z, == Wip- 


+ 
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~} 


bestimmt. Ihre Auflösung liefert: 


Te 46242 = 1487,75 wa + 1556 w, + 1487,75 w, + 730 wa, ) 
S, 
HI 


46242, = 1556 w,- 2585u, + 2712 w.+ 1358 w4, 


5S 
= 4624 = 1487,75 Ww, + 2712 w; + 3655,25 w. + 1886 w4, 


S 

2 Adel = 1460 wa + 2716w, + 3772 we + 2269 wa, 

S, 

TE 4024, = 2194,50 Wa + 30640, + 4651 u. + 2408 un, 

S (Ay) 
zs 46242, = 2408 Wa + 4493 w, +5876 we + 3135 w4, 

a 

E? 4624 = 2456,5 w, + 4624 w, + 6213,5 w,- 3468 wa, 


ZS 

2 e s GA Oz D = 1 

7 zen AFl, at: L 182,2 -Tiar a GE ds 
7 46242 = 2847,25 Wa + 5380 w + 7182,25 w, + 3894 w 


d 


Kë > 
= 4624 z; 


I 


2972 uw. + 5638 w, + 7596 we + 4177 wa, 


2 


N 
7416243125 Wat 594, + 8038 we +4432 wa. | 


Für die Randpunkte a, b, c, d ist 
= Čo =0, 
also auch 


Si wm AA es D. 


Die Ordinaten zx, 23, SZ, 58 der um A vom Rande entfernten Punkte 
X, ß, Y, Ô müssen schließlich die Bedingungsgleichungen 


’ 
ik 0 - im 


Zo 
Di 


l 
N 
KH 
+ 
A 
EI 
l 
N 
a 
l 
Di 
| 
na 
I 
& 
| 


ZH, + ze — Z — Za — = 


5 +43 — 22 we a KC 
2 
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befriedigen. Es ist mithin: 


= 46242, = — 6111,75 Wa — 1556 w, — 1487,75 we — 730 Wwa, 
> 4024 z = —1556 wu — 7209w — 2712 w. — 1358 wa, 
S. (A2) 
zy 46242, = — 1487,75 Wa — 2712 w, — 8279,25 we — 1886 wu, 
Sn 46242, = — 1460 wu — 2716 w, — 3772 uw. — 6893 wq . 


Hiermit ist die durch die Randmomente Wa, Wp, We, Wa hervor- 
gerufene Formänderung in allen Punkten beschrieben. 

Die endgültige Gestalt der elastischen Fläche ist durch die Glei- 
chungen 

Čr = Cor + r» St = Zok F Zk 

festgelegt. 

Für die mit einer Einzellast in der Mitte belastete, ringsum frei 
aufliegende Platte sind die Grundwerte Cp, 20x auf S. 69 im Abschnitt III, 
$ 8 zusammengestellt. Der Randfläche entsprechen hierbei die Werte 


E k PA GE 
Sei, — ot 9,7. 0,083 23 N = 385 4624 N 3 
J r Pi: = DAS 
Dog m= mrih m 0,15813 N PR 731 4624 N P 
f S P} P32 
= Lo, = 0,21379 em DO, 
e o wiet 999 Zem 

S P32 P% 
Coa = fad = 0,238525 —- = 1088 ee . 
ei i "ier" WT AN 

Da am Rande 
G=ö, 


Cat + Ce we Cat + CH 
sein soll, so gilt auch die Bedingung 


Gg DS 2 we 
KG — cz = Gol — bois 


oder, weil 
Čat = —Loi 
ist: 
kale 
zi — zi 


2 = Sal: 
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Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe nach: 


l j x 
g ta u — So 271 = —i 


Gei 3: 
li) — Satos = iag 
3 Sl — z) = — S2 203 = — Los z , 
SE a) = — S3 Sai = — $01 S 3 


Werden hierin die vorhin ermittelten Werte z7’ und ģ, eingesetzt, 


so entsteht das Gleichungssystem: 


7399,5 P 
DS wu + 15560, + 1487,750.+ 730w: =— 385 > 
E D % 

979 P 

1556 wa + SE + 2712 + 138m = 731 
eg A 

P 

1487,75 wa + 2712 w, + noe we + 18860 =— 989- 
13 
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1460 Wwa + 2716w, + 3772 e, e Wg = 


Diesen Bestimmungsgleichungen genügen die Werte 
Ma = 8, Wa = — 0,01689 P, 
M, = S w, = — 0,056739 P, 
M, = Sı Wwe = —0,098615 P, 
Ma = S; wa = — 0,117208 P. 
Aus der ae (A) erhält man nunmehr 


A8 


z4 = —0,328411 ar - 


si = — 074783 -Z 


p ad 9,8,’ 
h 0,129708 A 0,348 036 > 
ei Ee E a 
SE , Kéi 
z4 = — 0,164532 SS Zio = —0,368 249 SS’ 
P2? i DA 
een £ 2h = +0,091 674 e S 
- g ZE SE P}? 
z; = —0,216961 SC ze = +0,186447 y g> 
PA PR 
= „ = +.0,263223 IS 
Eé ‚268805 —— 5, 5,’ z, + Es 
PR PA 
o — ; = +0,2 ! 
z- 0,2 Se 5, d 25 93838 SS 


u 


(B) 
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Im Verein mit den Grundwerten z, der frei aufliegenden Platte 
ergibt sich schließlich 


E 2o Pis 
2.2, = (0,08223 — 0,07: zB > 
pa Pis 
a e wm ASSIS — 0, Wl OB g> 
RÄ På d 
2, =, = (0,2137 == 0,0492 Se? E > 
` _PR 
a vn a = (0,23525 5 — 0,176680) $ — = 0,05857 a » 
So 12 
Pr Pi: 
2 = (0,30239 — 0,216961) 3-5, = 0,08543 J-F; > 
P} P% 
zs = (0,41231 — 0,268805) g- g- = 0,14351 e 
Sə 
pi? px 
z, = (0,45768 — 0,286234) = 0,17145 -t-> 
2 Hit 
DI Pi 
2. = (0,57145 — 0,32 Een ES 
2 = (0,57145 — 0,328411) Se = 0,24304 -g> 
, ri 
z, = (0,64441 — 0,348036) : a = 0,29637 -g > 
D D A A 
a am 
21a = (0,73585 — 0,368249) 2. TR 
et, Z 
Die größte Durchbiegung 
CG = 0,367 60 = = 0,02297 Gë 


tritt am Lastort, im EEN auf und beträgt genau die 
Hälfte der für die frei aufliegende Platte errechneten Senkung 


2 
Dua = 0,04593 I 

Bei einem in der Mitte durch eine Einzelkraft belasteten Träger ist 
hingegen das Verhältnis der größten Durchbiegungen, je nachdem der 
Stab an den Enden eingeklemmt ist oder frei aufliegt, bekanntlich 1 : 4: 
der Einfluß der Einspannung auf die Formänderung ist also bei der 
Platte weit geringer als beim Träger. 

Um die Beanspruchung der Platte im Bereiche des Lastortes zu be- 
stimmen, müssen den Spannungsmomenten der frei aufliegenden Platte 


E ea 
or EP) oy i? 
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die durch die Einspannung hervorgerufenen zusätzlichen Momente 
0? e 6? g 
i eye 

hinzugefügt werden. Für den Plattenmittelpunkt ergibt sich insbe- 


sondere, wenn man die auf S. 70 errechneten Ordinaten des engmaschigen 


Gewebes benutzt: 2 i 
Soz = Soy kee +0,20352 P 


Ss = $, = —0,040426 P, 


š, = 5, = + 0,163094 P. 


+006756£ 
[77 


Es 


1976309P A 
SÉ: 
A 
\ 


ER 

I 

A 
N,’ 
Lä 
vg 49 d 


EE 


Abb. 59. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, durch eine Einzelkraft 
in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 


In der Randmitte entsteht das größte negative Moment. 
A e E 0,1172 P. 


Die Werte 3,, A, tvy für die übrigen Punkte der Mittel-, Diagonal- 
und Randlinien wie auch die Randwerte der Scherkräfte vz, vy sind 
in der Tafel 12 angegeben. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen 
ist in Abb. 59 dargestellt. 

Marcus, Platten. 11 
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Tafel 12. 


Die Spannungsmomente und Scherkräfte der ringsum eingeklemmten, durch 
eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 


= | + | 3, | Sy | Zen | 51 = Sz- tzy | $= Sz+ Een || Faktor 
+1 o |-0maı o0 WC e ve P 
+4; 0 |j —0,05431 | +0,01862| — — - | P 
+3] 0 | -00120 | +0,058 | — | — — |? 
+4, o | +0,08369 +1066! — | — — |? 
#0) o |+o16309 | joen — | — | - UP 
— +| +4 | +0,04620 | +0,046%0 +0,02753 | +0,01867 | +0,07373 | P 
= 4| +3 | —0,00107 | —0,00107 | +0,03824  —0,03931 | +0,02717 | P 
— è +4 |—001151 | —0,01152 | +0,02136 | —0,03288 | +0,00984 | P 

T| ] 

N Sz | vr Dn 

b Sc DEE, DS 

| | P P 
-1| o | -0,11721 P +0,40044 — 0 = 

| P P 
wf E —0,09862 P +0,30719 — +0,1209 — 

2 | P P 

-1 |+% —0,05674 P +0,10506 — +0,16345 7- 

jf g 

A P P 

mi +2 | —0,01689 P —0,07052 — +0,11348 | 

| P P 
AE 0,0 —0,06756 7 +0,067 56 ~- 


Der Vergleich mit den zugehörigen Werten der frei aufliegenden 
Platte zeigt, daß durch die Einklemmung die größten positiven Momente 
nur um etwa 20 v. H. verringert werden, während sie beim eingespannten 
Stabe um 50 v.H. kleiner sind als beim frei aufliegenden Träger. Die 
Einspannungsmomente der Platte betragen auch nur zwei Drittel der 
größten positiven Momente: beim Balken sind hingegen positive und 
negative Momente untereinander gleich. Man erkennt aus dieser Gegen- 
überstellung wieder, daß die Einklemmung der Ränder bei Platten 
durchaus nicht im gleichen Maße wie bei Trägern wirksam ist und daß 
daher die Näherungswerte, welche durch Zerlegung der Platte in Balken 
gewonnen werden, als eine zuverlässige Grundlage für die Querschnitts- 
bemessung nicht angesehen werden können. 


$ 21. Die rechteckigen Platten mit achsensymmetrischer 
Belastung. 
1. Die Entwicklung der Randgleichungen. 


Die Ermittlung der Einspannungsmomente mit Hilfe des Gewebes 
erfordert bei länglichen Platten eine beträchtliche Rechenarbeit, wenn 
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für jeden der zahlreichen Randpunkte a, b, c, d... m, n die Elasti- 
zitätsbedingungen erfüllt und der jeweilige Wert Wa, Wp, We, Wa... 
Wm, Wn bestimmt werden sollen. Es ist zwar möglich, den Verlauf 
der Randmomente so genau abzuschätzen, daß für jeden Rand als 
Unbekannte nur eine einzige Parametergröße übrigbleibt, aus welcher 
jeder einzelne Wert w abgeleitet werden kann. Man gelangt jedoch 
rascher zum Ziele, wenn man für die Lösung D der homogenen Diffe- 
rentialgleichung die auf S. 143 angegebenen Reihen benutzt. 

Die Wahl der geeigneten Reihen hängt von den jeweiligen Symme- 
triebedingungen ab. Da sich jede Belastung durch vier Gruppen voll- 
oder halbsymmetrisch verteilter Kräfte ersetzen läßt, so sind für jeden 
Teilzustand infolge der Symmetrie zur Darstellung des Spannungsver- 
laufes an den Rändern nur zwei Reihen erforderlich. 

Ich greife als Beispiel den vollsymmetrischen Belastungszustand 
und wähle für © den Ansatz 


EE GE Sin tz i SS 
tsut” =i X tA 1 — jeosk5 = 
Die: Got"? " Sink? - i 
E 2b ih 
(103) 
Sir)? Eine 
2a y 2a 
+ och ER u 
we gn EE D oe. E 
Dok: — Sinkz ` 
d 24 at 


4A; und Or stellen hierbei Festwerte, k eine der ungeraden Zahlen dar. 
Man kann sich leicht überzeugen, daß dieser Ansatz zunächst der 
Randbedingung 


¢=0 für z=4a opd fär y=+b 


genügt. 
Die Neigung der elastischen Fläche in den zur X-Achse senkrecht 
stehenden Querschnitten wird durch den Winkel 


ER b az - GEI 
a3 e Sinks g SUE T Bak: y 
D E SE = —— |cosk= = 
dx a Pe ut b 
Dat Sinks g 
opzi Sinz Z 2 
x 2a 2 Gi- pt 
Or 2a zb b mx b 7 
Got ` Sint — z 
Zo 2a] 


ES 
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bestimmt. Infolge der festen Einklemmung muß am Rande & = +4 


La (F) Mk Se E na L 4 7Y 
p zus Go Ke gdEI Kei 20 æ zer Glen 25 
Ber zang 3 5 
TY , 7 Y 
e, K Coj k-z z e Sink sell, 
au Gs a -~ ab DE iz 
ge oi S es 
Cojk 3 É Sink 5 


sein. Ebenso gilt für den Rand y = +b die Bedingung 


DS GEI ` FL ER? 1 ` 1 e 
EA = 6 = IIe? E ang Fed JENE DEE E LER 
pls zl. 2a a EE ab kb 2a 
“J'’Yy=r0 y= + Tangk,, 


EE DEE 
2,1 | 0k Ip a ER k 3% 
+45, (- SE? EC E an, 6 “N: 
Dot ` Sinkz ; 


Ein genaues Verfahren, um aus diesen Gleichungen die einzelnen 
Festwerte der Reihen abzuleiten, wird im Abschnitt X bei der Behand- 
lung der durchlaufenden Platten gezeigt werden. Ich greife aus den 
späteren Untersuchungen das Ergebnis voraus, daß in den meisten 
Fällen die Reihen so rasch konvergieren, daß bereits durch die beiden 
ersten Glieder A, und C, die Randbedingungen mit einer praktisch 
völlig ausreichenden Genauigkeit befriedigt werden. Beschränkt man 
sich auf diese beiden Glieder, so lassen sich die vorstehenden Gleichungen, 
indem sie auf beiden Seiten innerhalb der Grenzen y = -4-b bzw. © = Lo 
integriert werden, in die einfachen Beziehungen E 


a b 
b -r A "ot 
d a a x fe nz 
A, l+ LO i = Je -dy =- AAA 
a a b H DI VOS A3 2 
Sin ay, Sinx b 
(104) 
d a b 
b "4 SCH Ier 
dell þa +A (©) den "7, 
a Ein‘ b BED 2I \OYl y= to 2 y 
em Hei l em je 5 


umwandeln. Hieraus erhält man 
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1 a 
(Ts + T) HERE 
s h ba 
1 cmm 
AJ. a — — NS 
Zi 
H b a 
ax — ba 
ES, a 
Sinz- Sins | 
a b SÉ 
1 $ (105) 
nr Le 2 
(Ty T) —— SR (Ti T,) 
SEN Ve 
SACH eg 
CG = — m or Se 
4 a b 
ba , an 
Ei Ne A 
omna- Smr- 
b a H 
Hat man A, und C, errechnet, so lassen sich mit Hilfe der Formeln 
DE, AE BEE, Ei, H 
Cog y Sin >> 
TA A 25 ` 25 Ty 
=g t A m e cos — ` 
EE a er 2b 
Bot. Ein — 
2 b 25 
BEE ET 
Coj SE Smt $ 
x 2 o D 2a mE 
+ — Tee KC Kabes 
e EE D N E 2a 
Coj 5 — Sin 5 
2a 2a 
EE a GE 
CS 260) — Sof Sin 
Et y EN, 3% ME. FT zy 
&= — AN sek AN AN ) en IM - — — — — cos 
S 25/ za nm za NE an HA 2b 
ER Do. — Sms T 
ER: d: 2b ETA (106) 
106 
a 8 BS 2 
satak HD 5 Y Gin- A 
C y[ St y La 2a er 3 
— CN LS — — > — cos ——, 
17 We Coz b b in b 2a 
zu a ée 
sët $ E A) b 
ge S 260j- ? Gz Sinz- 
3 026, en IR 2a Se % KE SE 
Be mm lf be dh Fe | e || 008 — 
Cu Dar læ b a ab mag b 2a 
ga mza Va CC 
BE 2 3 
SC Ein 
rel iz, „Az a 
— 4A, N\— _— cos — — 
2b ee En. U 2b 
; dE zu 3 Fr 


J 
die endgültigen Ordinaten der elastischen Fläche und die Krümmung 
der letzteren bestimmen. 
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2. Untersuchung einer gleichmäßig belasteten 
Platte mit dem Längenverhältnis dia =2:1. 
Ich wähle als Beispiel die Platte mit dem Längenverhältnis b : a 
= 2 :1 (Abb. 60). 
Die Ordinaten der stellvertretenden, ringsum frei aufliegenden und 
gleichmäßig belasteten Platte sind 


ee ` Suen Ën zm 0.165308 PC, 

` y=+ Ž : o = Cos = 0,1562352, 

P es eben bam 01271702E, 
y= 43 : : C, = C a = 0,074845 re, 
Beh Geim 0,118496 Pt, 

= geck >E m G= 0,12010 re, 


b 
4 
i 5 x pat 
e = +4 2—:L SS Go: EC Ss g KEE 
Ee 
DAR S Ee at 
ba fa 0,0539892. 


Um die Neigung der ¢,-Linien mit ausreichender Schärfe messen zu 
können, verwende ich als Gleichung der Linie, welche die Punkte 
y B x B_y +z % Pundy eines Querschnittes (Abb. 60a) ver- 
u a u: =” bindet, die Interpolationsformel 


> 1. f, o a TE 
So + SA + Ep sec le 7 


l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


a ae Ei e n ME 2 
RP 22—— rn D — psec z) COSS- —: 
Haee meam 2 4 2 e 
Wi man kann sich leicht überzeugen, daß dieser 
Abb. 60a. Ansatz die vorgeschriebenen Bedingungen 
o = Ga für <= +0, 
a 
Čo Cé fr =+,, 
=0 für ` 2 ss To 


erfüllt. Er liefert: 
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mithin für den Querschnitt 


jal : El „020666 rE, 
nt Är Cl - 0,2223? , 
y-+ 22 Cl - i 206142% ; 
y-+ 32 : E Ba 0.122302 
und mit Hilfe der Sim Ausg Regel: 
O Go 
Gel SS 
--; SN 0,12230-42-0,2061444-0,25223+0, 26666) 03023 BE. 
Als Gleichung der Kurve, welche die Punkte &, f, y Ary 


eines Längsschnittes (Abb. 60b) verbindet, benutze | 
ich ebenso den Ansatz 


o= le, -0l El e, - 2a]. 


6 A 
welcher die Bedingungen 
` e b 
Co = Ga für yall=z, 
Geb für y=3įi= $b, 
Cat, _ P Bee 
Co -P für y-di=b 


E . å 
64 3a Abb. 60b. 
Entsprechend u Gleichung ist 


für den Längsschnitt v = 0 kel = — 0,1571 wait S 
OY’y=+b N 

= +: ES = uf 
á \OY/y=+b N 


und im ganzen 


[74 
Ea GE? 1 > pa? 
al E 5 (4 - 0,11352 + 0,15719) 2S 
= —0,10188 Ë. 


N 
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Mit den Zahlengrößen 


b 
ma, Zoom, = 0,63688, 
a KE: or 
e a » b um m > 
Ein ee 2,3013, Sinz: = 267,7448 
erhält man nunmehr auf Grund der Formeln (105): 
j er ema EE ' eeng e A. 
dı = —0,151217 -7 š Ci = - 0,125 114-7 
Die Gleichungen (106) liefern weiterhin 
E X -AD 
Ba — Ein—— 
at 4 e 4 o ER 
eet 0,151 5 E E EE 
N ST a W 2 b 
, 4 4 
= Cor t Sinx e \ 
— 0, 125114 ÊE ER: de ae 
Coja n b Sma EG 


Die Richtigkeit der Lösung e sich mit Hilfe der Randwerte 


OC 1 ng D x 
A ET: re 3 5 


Tang J 
a (i7 ? Sina‘ 
0,198 114 nn a nn 
ZS 2 \ Cofra b Sina 
ze] Bel s S ( 1 WE A as 
Gen + 0.251181 | u Bra ale 
E E +t 5114|53 Te Tanga) +5] - 
m v T v 
WC (Ee: Enz; 
+ 0,151217 — | ——— — ~= E 
4 n 2 
Ss om 4 
/ 


nachprüfen. Für den Rand x = +. ergibt sich beispielsweise an der 
Stelle 


y=0 (Gah „oanssr2 gegen ES 20206002 
y- +3 JI - 0,255 703° gegen ES E pa 
E gegen (5), u l 
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Da sich die gegenüberstehenden Größen höchstens um 2 v. H. unter- 
scheiden und die Fehler längs des Randes völlig ausgleichen, so darf die 
Genauigkeit, mit welcher die Randbedingungen erfüllt sind, als durch- 
aus befriedigend erachtet werden. 


E 


i 


~03622 paź 


00725 pa? 


=>; 


- 03622 pa. 


Zë 


-0,19726 pa? 


Abb. 61. Spannungsbild einer ringsum eingeklemmten, gleichmäßig belasteten 
rechteckigen Platte. 


Mit Hilfe der Formeln (106) habe ich für die Rand- und Mittellinien 
die Werte £, 5, und 3, errechnet und die zugehörigen Linien in Abb. 61 
aufgetragen. 

Der Einfluß der Einklemmung tritt bei den länglichen Platten 
stärker als bei den quadratischen in Erscheinung: der Vergleich zwischen 
der eingespannten und der frei aufliegenden Platte liefert beispielsweise 
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für die Momente $, bzw. 5, im Mittelpunkt das Verhältnis 1 : 2,58 bzw. 
1:5,86. Die Entlastung in der Längsrichtung ist um so wirksamer, je 
weiter die Querschnitte von den kürzeren Rändern entfernt sind. Im 
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit der Längsachse erreichen die 
Momente a, ihren Größtwert, der fast um zwei Drittel kleiner als der- 
jenige der frei aufliegenden Platte ist. Beachtenswert erscheint auch die 
Tatsache, daß in dem von den beiden benachbarten Winkelhalbierenden 
und einem kurzen Rande eingeschlossenen Gebiet die Beanspruchungen 
in der Längsrichtung fast die gleichen wie bei der quadratischen Platte 
sind. Das Einspannungsmoment in der Mitte des kurzen Randes 
S, = —0,19726 pa? unterscheidet sich beispielsweise von dem ent- 
sprechenden Wert s, = — 0,18947 pa? der quadratischen Platte nur 
um 4%. 

Diese verhältnismäßig hohe Beanspruchung der Platte in der Längs- 
richtung in der Nähe des kurzen Randes ist bei den bisher üblichen 
Näherungsformeln völlig unbeachtet geblieben. In den deutschen amt- 
lichen Bestimmungen wird beispielsweise ein Einspannungsmoment 

Bo af 
(Sy)y= +0 = — P 3 arı 


für die Querschnittsbemessung vorgeschrieben, also für b = 2a: 
Sy = —; pa? = —0,07843 pa?, 
während die genaue Berechnung 
(Sy)mia = — 0,197 26 pa? 

liefert. Das nach den gleichen Vorschriften ermittelte größte positive 
Moment b2 at Snai 

Lee == p "e aj P? Ca Kater git 
übertrifft hingegen den richtigen Wert 
um 10 v.H. (Ey)max = 0,03666 pa? 

Diese beträchtlichen Abweichungen und die ebenso bei der Unter- 
suchung der durchlaufenden Platten festgestellten Unstimmigkeiten!) 
beweisen, wie wenig die bisherigen Näherungsformeln zuverlässig sind 
und wie notwendig es ist, auf die Ergebnisse der genauen Untersuchung 


zurückzugreifen, um eine einwandfreie Grundlage für die Querschnitts- 
bemessung zu finden. 


3. Neue Formeln für die vereinfachte Berechnung 
der eingeklemmten Platten. 
In gleicher Weise wie für die ringsum aufliegenden gleichmäßig be- 
lasteten Platten habe ich auch für die eingeklemmten versucht, die für 


1) Vgl. § 30 und 31. 
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die Längenverhältnisse 1:1, 2:1 und ®©:] errechneten genauen 
Werte durch möglichst einfach aufgebaute Interpolationsformeln zu- 
sammenzufassen. 

Für die Wahl der Plattenstärke sind die in der längeren Mittel- 
linie (x = 0) auftretenden, größten positiven Biegungsmomente maß- 
gebend. Um ihren Durchschnittswert m, in der Nähe des Platten- 
mittelpunktes zu bestimmen, benutze ich die Gleichung 


m, = PE —. (a) 


Diese Formel liefert beispielsweise 


b:a= 1:1 : m, = 0,08333 pa?, 
fürtb:a= 2:1 : m, = 0,13333 pa, 
b:a=œ:] : m, = 0,16667 pa?. 


In der genauen Untersuchung ist hingegen als Höchstwert 


b:a= 1:l : ou = 0,07212 90%, 
für d b:a = 2:1 : Sana = 0,14557 pa?, 


P ia ss oC L : &u = 0,16667 pa? 


ermittelt worden. Die Näherungswerte stimmen also mit den Ergeb- 
nissen der genauen Berechnung recht gut überein. 

Die Biegungsmomente s, erreichen im Schnittpunkt der Winkel- 
halbierenden, in den Querschnitten y = + (b —a) ihren positiven 
Höchstwert. Der Durchschnittswert my in der Umgebung der Stelle 
x = D läßt sich mit Hilfe der Näherungsiormel 


DER A 
Tur e" gr 


(b) 


bestimmen. Auf Grund dieser Gleichung erhält man 


für 4b:a = 2:1 : m, = 0,03333 pa? Suen = 0,03666 pa? 


b:a = 1:1 : my = 0,083333 pa? Sun = 0,07212 pa? 
gegen 
b:a=œ:] ` m, = 0,0 pa? Syms =0,0 pa 


aus der genauen Berechnung. 


Die richtigen und die angenäherten Werte weichen wieder, wie man 
sieht, nur sehr wenig voneinander ab. 

Der Durchschnittswert der Einspannungsmomente in dem Bereich 
der Mitte der langen Ränder (x = +a) kann mit Hilfe der einfachen 
Interpolationsformel 


2 


3 


md EST (c) 
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ermittelt werden; zur Bestimmung der Einspannungsmomente der 
kurzen Ränder (y = +b) reicht schließlich die Formel 
pa 2 
m, = — GE GE (d) 
aus. 
Die nach den Gleichungen (c) und (d) errechneten Näherungswerte 
unterscheiden sich von den Größtwerten, welche die genaue Unter- 
suchung für die jeweilige Randmitte liefert, um höchstens +20 v. H. 
Da jedoch für die Anstrengung der Platte nicht die Größtwerte selbst, 
sondern die Durchschnittswerte in dem Bereich der gefährdeten Stelle 
ausschlaggebend sind und da sich die letzteren mit den Näherungs- 
werten m, und m, sehr gut decken, so können die Interpolationsformeln 
für die Querschnittsbemessung ohne Bedenken benutzt werden. 


VII. Die Platten mit spannungsfreien 
Randflächen. 


Im Gegensatz zu den Platten mit frei aufliegenden oder fest ein- 
geklemmten Rändern sind die Platten, an deren Ränder keine Auflager- 
widerstände angreifen, in ihrer Formänderung keiner Zwängung unter- 
worfen. 

Die Spannungsmomente 

ja 1 Sp 
Ge 2 —N k -+ Be ve 
Ca m Ce 
wie auch die aus den Scherkräften v und den Drillungsmonmenten # 
zusammengesetzten Mittelkräfte 


eM et est 2m—1 CC 
EES SS e =. 
cu ev ou? m cv du 


müssen an den Rändern verschwinden, und die Randflächen bleiben 
daher völlig spannungsfrei. 
Bei rechteckigen Platten lauten demnach die Randbedingungen 


Et 1 oC 

SE =0 
ce ` m ëng CA? 
ðt 2m—1 0% o für vk al 
Cu m ee 
at Let o 
E f b (b) 
“a. a ür y =+ S H 
ga 2m—1l 6 = 

er gn gie E =0 
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Denkt man sich zunächst die Platte ringsum frei aufliegend, so 
lassen sich die elastischen Verschiebungen €, und die zugehörigen Auf- 
lagerwiderstände leicht errechnen. Für die Ränder v = a ergeben 
sich hierbei die Werte 


Za = Cé Ze 
CT So GE, 
sat U wm ft, 
ca? ey? 
F oM, r Gi. x Ean 2m—1 CZ, ) 
ag = TF = m d w peun 
6x ey da? m Cx ôy? 


Um die tatsächlichen Randbedingungen zu erfüllen, müssen an den 
Randflächen Kräfte 


d = — lor 


angebracht werden. Sie erzeugen Verschiebungen ¢’, welche einerseits 
die homogene Differentialgleichung 


Pry =o, 


andererseits an den Rändern v = +a die Bedingungen 


ar 1 By 
oT 0, 
Gs m 0y? (e) 
- a - e D C 
GETT , (GEI Gi en. PL 
Qor + az = — ke A | Zn fe nn TE FE = 0 
Ce CH or m cycaf) 
und an den Rändern y = +b ebenso die Bedingungen 
ce?” L er 
209 + Es ep geg 0 ’ 
ey: m Ca? 
a di EE 
ôM, dt, sé 2m— 1l 6% 
loy F ay = e +- =N 3 i ex 278 =0 
ĉy ex ey m Cy ôx? 


befriedigen müssen. 
Ich werde in den nachstehenden Untersuchungen zeigen, wie die 
geeigneten Lösungen £’ ermittelt werden können. 


S 22. Die nur an den Eckpunkten aufruhende, gleichmäßig 
belastete quadratische Platte. 

Als erstes Beispiel sei eine quadratische Platte gewählt, die nur an 
den vier Eekpunkten aufruht und gleichmäßig belastet ist. Die 
Grundwerte Gs, Ma, to für diesen Belastungsfall sind im Abschnitt III, § 7 
errechnet. 

Um zunächst die Werte 

M = 8w = NPY 


zu bestimmen, benutze ich wie bei der ringsum eingespannten Platte 
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ein Gewebe mit der Maschenweite , = du = å = 7 und den Randordi- 
naten Wa, Wp, We, Wa und ermittle aus der Differenzengleichung 
(uw), , (A), 


z = H 
lz ty 


für die Ordinaten der inneren Knotenpunkte der Abb. 62 die Werte!): 
272w, = 167w, + 62w, 3lw.+ l2wa4,) 


272w, = 62w, + 124w, + 62w, + 24uw, 

272w, = Blw, + 62w, + 133w + 4wa, 

272w, = Awa + Bw + Dä, + 108w, 

272w, = 50w, + 100w, + Stw: + 38w, (A) 
272w, = Bw, + Tu, + 106w, + 52w,, 1 
272w. = 34w, + 68w, + LO se, + 68w, 

272w, = 3Tw, + Tw + LO8am, + 56w4, 

272w, = Zë, + "ën + l0tw, + 60w,, 

272 wio Bw + 2w, + l04w, + Owa. J 


Die Ecke A hat aus leicht zu erken- 
nenden Gründen die Ordinate 


w'a =0. 
Die Ordinaten wx, Wp, Wp, W 
der um å vom Rande entfernten 


Punkte o. f, y, Ô müssen den Glei- 
chungen 


ww t 4w — wu —w=0, 
7, H dam — Wa — Ww, — w, = 0, 
=w, H 4w — Wr, — Wwa — u = 
—w + Awr — 2w — 201 = 0 
genügen. Es ist mithin 

272w = 921 Wwa, — 334w, — 3lw,— 12w,, 

272w; = —334 Ww, + 964 w, — 334 w, — 4wa, 

272w, = — 3l w, — 334w, + 955 w, — 318 wa, (Aa) 

272 w5 = — 4wa — 48w, — 636 w, + 980 w. 


Mit Hilfe der Werte a können jetzt, entsprechend der Differenzen- 
gleichung M= Sı Aë ve —N-.P2 jw Ee S, S p2 P4 


die Werte z’ ermittelt werden. Die Bestimmungsgleichungen lauten: 


1) Vgl. Abschnitt VII, $ 20, S. 156. 
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22, + 2 
— +42 
— Se +43 


— +: 


—2 z% +4 


— Zæ t Eža 
— +42 
— Sr 742% 


— 5+4% 


pen u 

- ý- 
= g 

— Z= z 
— Se 
! 
— Zu 
d 
+42 
! 

— ` Bt. 

t Z 

gea "Sé ez 

r 


) 
S 


(B) 


Die Bedingungsgleichung c) fordert andererseits für die Ränder 


g == 4-a 


LZ, 


und da 


(4? AP + (4? SA = —w 


l ‚ 
=z (Ph 


sein muß, so gilt auch die Randbedingung 


A m 


—(£z) = Ww se wet S 


A3 
Kë 
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Für die Randpunkte a, b, c, d ergibt sich demnach: 
2 A go Zh == = Eu Was 
m — 1l SA 
E RR E EC 
ou á cht “er Fee | S, b 
Ko Zp E 2 2, Es za = = d Wes 
m—1l Ge 
”2 
—2 ze +22% nn Wa. 
m—1l SG 
Hieraus erhält man für m =! 


Es 2722, = 388 w, + 388w, + 388w, + 194 wa, 


A 

Sa a = =e 

= 272 z, = 388S w, + 776w, + 776 w. + 385 wa., 
S; = s 

>22 272 z, = 388 wa + 776 w, + 1164 w, + 582 w4 , 
A3 i 


di 


272 z} = 38S wa + 776 w, + 1164 w, + 776 w4. 


N 
[7 


Führt man diese Werte in die Gleichungsgruppe B ein, so liefert 
die Auflösung: 


si, = - 272? = 129454,5 w, + 171172, + 186816.5w.-+ 95488Ww,. 
PA = 130525 w,+ 228376 w, + 263745 w,- 136576w,, 
PA = 129488,5w, + 242436 w, + 326832,5 w. + 173348 w,, 
PA — 129000 w, + 245216, + 339632 w.+ 196936 w,, 
z = 140757 wa +255096w, +313365 w. -+ 165404 w,,, 
A = 144189 w, + 268216w, + 351561 we + 189064w,, 
z = 144959 w, + 271864w, + 363171 w, -+ 200600 w, 
A = 151215,5 w, + 282796 w, + 374013,5 w. + 202760 w4, 
DN = 153210 e, L 287312, + 382186 w.+ 208840w,, 
Zo = 155658 w, + 292208, + 389258 w.+212920w,, 
A = 105536 w.+ 105536w, + 105536 we+ 52768w,, 
z = 105536 w, +211072w, + 211072 w.-+ 105536w,, 
Dé = 105536 w, +211072w, +316608 w,-+ 158304w,, 
zi = 105536 wa +211072w,+316608 w.+211072w,, 
D =113169,5w, + 39900w, + 24255,5w.+ 10048w,, 
ER = 80547 w.+ 225320w, +158399 w.+ 74496w,, 
e, = 81583,5w,+ 179708, + 337905,5 w, + 143260w, , 
23 = 82072 an, 176928w, + 293584 w.-+ 256760w,. 


(C) 


A ee 
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Für die beiden dem Eckpunkte A benachbarten Punkte E ergibt 


an oC ert 
sich schließlich, da in der Ecke z Z= SCH 0 sein muß, 
28 y? 
d d 105536 | wa + wr + w, + > ne 
= — 2, = — LU +w 1 zl, 5 
ZE a a T Wi We 2 Wa Sa 3 3722 


Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man, sobald die Größen Wa, Wb, 
We, Wa bekannt sind, alle Ordinaten der z’-Fläche errechnen. 


Zur Bestimmung der vier Randwerte steht die zweite Bedingungs- 
gleichung 


A ô ĉ CAT ` og 
Qor dE = + = + D += =0 
Ga % € 
zur Verfügung. 
Aus der Untersuchung der frei aufliegenden Platte in $ 7 sind die 
Werte 


ô M, S 
tz öy 


= 0,50903 pa = 553, "E 272 für den Pankt a, 


= 0,70871 pa = 771,1 E für den Punkt b, 


= 0,80736 pa = 878,4 z für den Punkt c, 


= 0,83781 pa = 911 L für den Punkt d, 


bereits bekannt. 
Die Formel _ ôM (w: — wi) 


liefert weiterhin mit den in der Gleichungsgruppe (A) enthaltenen 
Werten für den Punkt 


3M (w, — wy) Na 


a: z = Ñ ER = nm,” 377 wa + 198w + 3lw,+ 12w,), 
b: MM EEE 24w), 
(wi — w) (D,) 
c GE Kerg mr 3lw, + 198w, — 411w.+ 182w,), 
d = a 57 EM lat 24w + 48w, + 364w, — 436w). 


Es ist ferner 


or m—1 ôç m — 1 Lä — (4? Ziy 
= .—— -m m — o° 
ðy e m ĉy ôr de m CES, 


Marcus, Platten. 12 
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Unter Zugrundelegung der Werte z’ der Gleichungen (C) erhält man 
der Reihe nach 


x Kë, 
—(4? z) ss ( 29848, + 8432W, + 4352w. + 1632 w,) am 2 
(22), = ( 2107w,+ 43144w, + 13811w.+ 4316 w) È e S 
— (d? z) = (— 548w+ 11280w+ 50348we + 13184 ME La u S 
Be Ai 
— Lal = (—  9Tw, + 5560w, + 25539 w. -+ 47 176 wa) 5 5758 > 
8,4? 
—(2z),=( 251328w, — 39984 w, — 4352 w, — 1632 wa) na a 
— (A225), = (— 33659 w, + 231032 w, — 45363w.— 4316 wh D na S 
—(2z,),,=(+ 548 Wa — 42832 w, + 223828 w. — 44736 weg zia : 
— (4z) = (+ 977w, — 5560w,— 88643 w. + 227000 EE E R 
êta 114240 24208 4352w.+ 1632w EI Re 
SCT (= Wa + Wwa + We a 37927 
5 7 3 »+29587w.+ 4316 Sy 
Jg T 17883 w, — 93944 w, + 29587 we + w) ak, 2 
a 2705 8674 28960 d S_[ "e 
Sr) 548 Wa + 27056 w, — 86740 w. + 2 wa) I0 ` Sr 
õis ` S z ei 7 Sı 
fy =(— DND Ap, — 5560w, + 57091 w, — 89912 w4) 10 27227 


Faßt man die zugehörigen Werte der Gleichungsgruppen (D) zu- 
sammen, so gewinnt man im Einklang mit der Randbedingung (c) die 


folgenden Bestimmungsgleichungen 


671,4 Wwa — 260,4 wy — 


— 244,1 Wa + 662,1 w, — 274,3 w. — 


Eli 
ST 
på? 
E 
Gë 


16,2 wa = 553,8 


35, 1 Wa = 771, 
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Sie werden durch die Größen 


a = 
wa = 3,607186 Pa , w, = 6,735213 Ka 


A 1 1 


w, = 5,651538 2 , wą = 6,921340 ZS 
befriedigt. j ; 
Führt man diese Werte in die Gleichungsgruppe (C) ein, so erhält man 
ai = 0,17704 Ge , ai = 0,30160 Ge 
ai = 0,23670 Ge , a =031118 Ge 
24 = 0,27658 ZS NEE S = 
z4 = 0,29048 ST æ% = 0,3271 P i 
24 = 0,27481 A , Za = 0,33307 2 
z, = 0,10840 Sec? z, = 0,04576 Se e 
z, = 0,19671 Ge , z; = 0,16613 a ; 
z, = 0,25352 S ei Z = 0,2 ZS 


= 0,27280 2% = E 
o 0.27280 Ze d EH 


Im Verein mit den auf S. 53 errechneten Grundwerten ergibt sich 
schließlich: 
pe u 


ı = (0,010603 + 0,17704 


d'e 


` 4 
=- = (0,018984 + 0,23670) Ž D = 0,255684 ËE, 


fei 


4 
> = (0,024244 + 0,27658) pe = 0,300 824 rE 
` e 


Fan 


pa 4 
a = (0,026029 + 0,29048) ŽE- = 0,316509 ke 


y 


4 4 
&, = (0,034151 + 0,27481) SCH = 0,308 961 I 
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um, par pat 

& = (0,043736 + 0,30160 SE =- T’ 
pat 

N 3 


Se 
N 


` 4 
s = (0,056108 + 0,32028) ŽE- = 0,376388 


at 
“a = (0,060327 + 0,327 14) Ee = (0,387 467 FI 


I = 


ou Dë _ 0.397 946 D 
- (0,064876 + 0,33307) ~y = 0.397 46 F > 


4 4 4 
t, = 0,108402% : č, = (0,04576 — 0,010603) i = 0,035 157 SH l 


pa 


4 
t, = 0,190671 2; Ee = (0,16613 — 0,01 


pat 
= 0,147 14 
0, 6 — N 


a g pat = pat 
č, = (0,241 66 — 0,024244) KC gem 0,217 416 "Tv: 


4 4 4 
ta = 0,27280 £; t, = (0,26665 — 0,026029) ra = 0,240 621 SC 


Die Gestalt der elastischen Fläche ist durch Schichtlinien in der 
Abb. 63 veranschaulicht. Die größte Durchbiegung 


e x Zug = weg 0, 397 946 ze 


tritt im Plattenmittelpunkt auf. Sie übertrifft um ein Vielfaches die 


größte Durchbiegung 
Eom u 0, 064876 ? ee 


der frei aufliegenden Platte. Die erhebliche Steigerung ist leicht erklär- 
lich, wenn man bedenkt, daß bei einer Platte, welche nur auf den vier 
Eckpunkten aufruht, die Randstreifen die Aufgabe der Randträger 
übernehmen: die Durchbiegung, die sie selbst infolge ihrer verhältnis- 
mäßig nur sehr geringen Steifigkeit in der Randmitte erfahren, ist, 


4 
: S pa 
wie man aus dem Wert Ga = 0,272 80 N erkennen kann, durchaus 


beträchtlich und hat eine um so größere Senkung des Plattenmittel- 
punktes zur Folge. 

Dieser erheblichen Formänderung entsprechen auch bedeutende 
Spannungsmomente. In Tafel 13 sind die Werte der Biegungs- und 
Drillungsmomente für die Mittel-, Diagonal- und Randlinien einge- 
tragen. Der Spannungsverlauf in den Hauptebenen ist in Abb. 63 
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dargestellt. Der Mittelpunkt der Platte wird durch das Biegungs- 
moment 8, = s, = 0,43605 pa? , 
die Mitte der Ränder durch das Moment 

Sr (bzw. al = 0,56172 pa? 
beansprucht. Der durchschnittliche Wert des Momentes s, für die 
Mittellinie x = 0 ist s, = 0,5 pa? . 


056772 pa? 


Sy 


056772 paž 


Abb. 63. Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, gleichmäßig 
belasteten quadratischen Platte. 


Mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen läßt sich andererseits das 


gesamte Biegungsmoment +a 
M, = f 8, dx 
a 
der Mittelebene y = 0 unmittelbar bestimmen. Eine einfache Rech- 
nung liefert M,=pa 
und daher als Durchschnittswert für die Länge Zo: 
M H l 2 
d i 
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Diese Übereinstimmung mit dem Ergebnis der genauen Untersuchung 
bestätigt die Richtigkeit unserer Berechnung. 


Tafel 13. 

Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten aufruhenden, 
gleichmäßig belasteten quadratischen Platte. 

| | 3 | 2 

Ea | 4 A des 

A gëf Ba d P 


T 
| 
j 


A 
fi 


| 
0 | Faktor 


| Sa | --— |—0,09582. —0,15064 —0,17926 —0,18148 pa? 
| | — +0, 32160 +0,503 86 +0, 60047, ‚+0 Ka pa? 
o | % | — — | pa? 
Sy — |+0,29285 + 0,45866. +0, 54669, +0, 56172, pa? 


|+0.61706|+0, 50184 +0,41089 +0 351301 +0,33042| pa: 
+0,03263 +0,19879|+0,30083|+0,33542) pa® 


LA EECH 


KE Se a EZ Kë 56172) +0,51163| +0,47 7053:+0,444 64 '+0,43605, pa? 
Sy | — (+0, 18315 / (+0,32 206 +0,407 15 ı+0 ‚43605, pa? 

& =s | — | — | — +0, 41348 — pa? 

= d | Zu — | — i — '—0,02648) — pa? 
a Kn! aloe EE OUNEN 
s| — | - | — +0, 38700 — || pa? 

smg] — | Län — | = Jye 

z 2 bal — |! — 1010530 — — pa? 
a 8 | S, | eeng i — ‚+0,45653 = _— ' pa? 
Sa — — | +0,245 93 _ — pa? 

s=s, | — |+0 23283 SE re e 

u 3 | bsy | SES | —0,23648 — | — i — | pa? 
Fini a Sı N —  +0,46931 - 0. — Re d pa? 
S2 ! — — 0,00365 — | — | — | pa? 


Da bei einer ringsum frei aufliegenden Platte der Durchschnittswert 
für die gleiche Mittelebene sy = 0% - 0,1892 pa? = ~0,126 pa? 


ist, so erkennt man, daß der Fortfall der un- 


F bS Z N, mittelbaren und stetigen Randunterstützung 
Ba SÉ eine fast vierfache Steigerung der Biegungs- 
N Fi S y beanspruchung zur Folge hat. Die Platten- 

WË Ki 9 streifen in der Nähe des Randes haben hierbei 
Ze größere Spannungsmomente als in der Platten- 
Abb. 63a. mitte aufzunehmen. 


Das gesamte Biegungsmoment M,„, welches von einem Querschnitt 
senkrecht zu den Diagonalachsen und im Abstand u von der Ecke A 
(Abb. 632) aufgenommen werden muß, läßt sich unmittelbar, da die 
Auflagerkraft C = pa? bekannt ist, aus der Gleichgewichtsbedingung 


104,2 
M,= Ons = peu -F x) 
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bestimmen. Entsprechend der Querschnittsbreite B=2u ist der 
Durchschnittswert der Spannungsmomente 


M, re 1 =) 
B 2 3 ar 


My = 


Aus dieser Formel erkennt man, daß m, seinen Größtwert 


pa? 
Mu)max = 57 
(Maaa = ES 
an der Stelle v=0, also unmittelbar an den Plattenecken, und seinen 
Kleinstwert el Ae pa? 
u/min "" 6 
an der Stelle u? = 2 a? im Mittelpunkt der Platte erreicht. Die in der 
Mitte des Diagonalschnittes wirkenden Spannungsmomente s, sind 
größer als m, , sie nehmen aber wie die letzteren gleichmäßig vom Mittel- 
punkt nach den Ecken der Platte zu. 
Da längs der Diagonalen sz = sy ist, so gelten für die Hauptspan- 
nungsmomente die Formeln 


S1 = Sr — trys S2 = Sz T trzy- 
In den Ecken ist sz = 0, mithin s, = —s;, = try. Andererseits ent- 
spricht der Auflagerkraft  _ pa? = —2t,, 
ein Drillungsmoment C pa? 
ir 


5 = erën eg 


Diese Werte stimmen mit dem aus den Gleichgewichtsbedingungen 
unmittelbar abgeleiteten Randwert (M.)max genau überein. 

In der Wirklichkeit ist die Beanspruchung der Platte an dieser Stelle 
geringer, weil der Auflagerdruck nicht in dem Eckpunkt konzentriert, 
sondern auf einer, wenn auch noch so kleinen Grundfläche mehr oder 
weniger gleichmäßig verteilt ist. Der tatsächliche Verlauf der Diagonal- 
spannungen im Bereich der Plattenecke ist in Abb. 63 durch eine ge- 
strichelte Linie angedeutet. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der ringsum aufliegenden 
und der nur an den Ecken aufruhenden Platte liegt auch darin, daß 
bei der ersten die Ecken gewissermaßen eingeklemmt und die Momente s, 
daher negativ sind, während sie bei der zweiten gerade in den Ecken 
ihren größten positiven Wert erreichen; umgekehrt ist s, bei der ersten 
positiv, bei der zweiten negativ. 
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Es sei schließlich bemerkt, daß die Momente der reduzierten Span- 
nungen im Gegensatz zu den Momenten der tatsächlichen Normal- 
spannungen längs der Ränder nicht verschwinden. An den Rändern 
x = +a folgt beispielsweise aus 


er l 

u tn s4) =0: 
„m—1 GE A E mè—l 
aa a” E E T 5 


Für die Randmitte ergibt sich insbesondere: 
Srez = — 0,1369 pa? . 

Die Verbiegung der Streifen senkrecht zum Rande vollzieht sich 
also im gleichen Sinne, als ob sie in den Randstreifen eingespannt wären. 
Diese Art der Formänderung wie auch die beträchtliche Höhe der frag- 
lichen reduzierten Spannungen müssen bei der Querschnittsbemessung 
der Ränder genau beachtet werden. 


$ 23. Die auf den Eckpunkten aufruhende und durch eine 
Einzelkraft in der Mitte belastete quadratische Platte. 


Die Untersuchung einer in der Mitte durch eine Einzelkraft be- 
lasteten Platte kann unmittelbar an die Berechnung der gleichmäßig 
belasteten angeschlossen werden. 

Bezeichnet man wieder mit £, die elastischen Verschiebungen der 
frei aufliegenden Platte, so bestehen zwischen den Randwerten Wa, W, 
We, wa, den zusätzlichen Verschiebungen &’ und Auflagerkräften 

, W e , ONT, Op 
wl CAR A “Fr tz: 
die durch die Gleichungsgruppen (C), (D,) und (D,) im $ 22 ausgedrückten 
Beziehungen. 

Die im § 8 durchgeführte Berechnung hat andererseits für die 

ursprünglichen Auflagerwiderstände die Werte!) 


aoz = 0,09012 = = 6,128 FR für den Punkt o, 
o 2721 
Gas = 0,18751 £ ses 12,751 = für den Punkt b 
i a ; 2727 F 
Aoz = 0,288 84 P = 19,641 Bä für den Punkt e 
a f 2721 á 
Qoz = 0,343 136 Z = 23,333 Bä für den Punkt d 
a f 272.1 


geliefert. 
1) Vgl. 8. 73. 
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Stellt man wie vorhin die Bedingung 
Qoz + az =0 


auf, so erhält man für die unbekannten Randwerte Wa, Wb, Wes, wa die 
Bestimmungsgleichungen : 


671,4 wa — 260,4 w — 42,2 w, — 16,2 wa = + 6128 I, 
1 

f vac S = RE dc) 
— 244,1 Wa + 662,1 w, — 274,3 w, — 35,1 wa = + 12,751 T’ 
1 

Gr P 

— 29,6 Wa — 267,70, + 634,6 w, — 256,6 wa = +19,641 e, 
1 

P 


— 2l, wa — 33,7 w, — 511,1 w. + 667,7 Wa = + 23,333 KN 


Hieraus folgt: 


P P 

Wa = 0,0641 S, 3 ap, = 0,1413 A 5 
P P 

w, = 0,1095 Es y wg = 0,1513 = e 


f "m Par 
zı = 0,057349 SS 


2 H S 


z, = 0,090611 S < , d = 0,104909 a = R 
z, = 0,095381 7 a z% = 0,107187 eh = ; 
2, = 0,089766 SS, , ` us 0,109138 Er s l 
z, = 0,034819 a S , z% = 0,013999 S S i 
zi = 0,063 924 z s =. us 0,053634 A ! 
z, = 0,083266 F E >... % = 0,079687 z S , 
zı = 0,090011 = < , z} = 0,088673 z S ) 


DI 


v 


Die Gleichungsgruppe (C) liefert nunmehr 


e EE 
Se = 0, 098749 Së 


Pa? 
zZ = 0,101988 
; = 0,101988 55 


Ki 


v 
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Fügt man die auf S. 69 errechneten Grundwerte Čo hinzu, so gewinnt 
man für die Ordinaten der endgültigen elastischen Fläche die Werte 


Pa? S SC 
&, = (0,005202 + 0,057 349) 7 = 0,062591 —— , 
pa 
&, = (0,009883 + 0,077 132 N 
Pa 
s = (0, 013362 + 0,090611) E = 0,103973 —— W 
5 SS, 
4, = (0,014703 + 0 095381) ES —— = 0,110084 —— N 
Pa? 
ZC = (0,018899 + 0,089 766) EË = 0,108665 F 
= 2 Pa? 
Ze = (0,025769 + 0,098749) —= 0,124518 ŻE > 
Sa N 
Pa 
&, = (0,028605 + 0,101 988) ` —— = 0,130593 RE 
a Pa? 
Éa = (0,035715 + 0, 104909) É —— = D 140624-7 > 


a nn PA Pa 
t, = (0,040276 + 0,107187) È y TA, 


P 2 2 
Čo = (0,045991 + 0,109138) SE = 0,155129 E, 


Z = 0,034819 Zu x = (0,013 999 — 0,005 202 e Ze 0,0877 2E, 
N SN N 
S Pat Pa 

== 2 — > = — 

ai 0,063 924 W tg = (0,053 634 — 0,009 883) Ze T = 0,043751 N 
Pa? Pa? er 
~ = Si 9 Be 

a 0,083266 —— Tv’ c, = (0,079687 — 0,013362) —— N = 0,066325 W 
a = 0,090011 z > Ça = (0,088673 — 0,014703) Se = 0,073 mot 


Die Gestalt dieser Fläche ist in der Abb. 64 durch Schichtlinien 
dargestellt. 


Verglichen mit der größten Durchbiegung der frei aufliegenden 


P 2 
Platte &, = 0,045 995- ist die Senkung des. Plattenmittelpunktes 


; S Pa? 
Cio wend 0,155 129 S A 


sehr beträchtlich: da die Randmitte jedoch selbst eine Senkung 


Pa? 
Co = 0,090011 SA 
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(i 
erfährt, so ist die relative Verschiebung des Mittelpunktes 
2 
io — &a = 0,065118 = 
nicht übermäßig. R 
Die starke Durchbiegung ist auf den Umstand zurückzuführen, daß 
Platten, die nur auf den Eckpunkten aufruhen und deren Ränder weder 
durch Normalspannungen noch durch Drillungsmomente beansprucht 


419653 P 


> 


Abb. 64. Spannungsbild einer nur an den Ecken aufruhenden, durch eine 
Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 


werden, eine sehr geringe Steifigkeit besitzen und daß eigentlich nur 
die Diagonalstreifen für die Übertragung der Einzelkraft in Betracht 
kommen. Es ist hierbei allerdings vorausgesetzt, daß auch die Auf- 
lagerwiderstände nur als Einzelkräfte unmittelbar an den Ecken an- 
greifen: wird durch eine breitere Auflagerung eine Verteilung der Auf- 
lagerkräfte längs eines größeren Bereiches der Randflächen bewirkt, 
so wird, wie die Untersuchungen der trägerlosen Decken später zeigen 
werden, die Steifigkeit der Platte erheblich vermehrt und die Durch- 
biegung entsprechend auch wesentlich vermindert. 

Die durch den Fortfall der unmittelbaren und stetigen Randunter- 
stützung bewirkte außerordentliche Steigerung der elastischen Ver- 
schiebungen hat durchaus nicht die gleiche Erhöhung der Spannungs- 
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momente zur Folge. Die Betrachtung des Spannungsverlaufes in Abb. 64 
und die nähere Prüfung der in Tafel 14 für die Mittel-, Diagonal- und 
Randlinien angegebenen Werte zeigen, daß im Vergleich zur frei auf- 
liegenden Platte die Steigerung der Biegungsbeanspruchungen unter 
der Einwirkung einer Einzelkraft wesentlich geringer als bei der gleich- 
mäßigen Belastung ist. 

Das größte Biegungsmoment unmittelbar am Lastorte ist 


Ss = ën = 0,34461P. 
An der gleichen Stelle tritt bei der ringsum aufliegenden Platte das 
EE s = sy = 0,263451 P 


auf. Der Zuwachs beträgt mithin nur 36 v. H.: bei gleichmäßiger Be- 
lastung wird hingegen, wie vorhin nachgewiesen, eine Steigerung um 
130 v. H. erreicht. 

Der verschiedene Einfluß der Belastungsart zeigt sich auch darin, 
daß die größten Biegungsmomente von der Randmitte nach dem Mittel- 
punkt zu und nicht umgekehrt wachsen!). In beiden Fällen unterscheiden 
sich jedoch der größte und der kleinste Wert der Spannungsmomente 
einer Mittelebene verhältnismäßig wenig von demjenigen Durchschnitts- 
wert der Biegungsmomente, welcher unmittelbar aus den Gleichgewichts- 
bedingungen für die volle Querschnittsbreite abgeleitet werden kann. 
Diese Gleichmäßigkeit der Spannungsverteilung verleiht den Platten, 
selbst unter der Einwirkung von Einzelkräften, eine größere Wider- 
standsfähigkeit, welche besonders bei den trägerlosen Decken, die an 
sich nur eine geringe Steifigkeit besitzen, deutlich zu erkennen ist. 

Es sei schließlich bemerkt, daß Platten, die nur an den Ecken auf- 
ruhen, in der Nähe der Auflagerpunkte erhebliche Randdrillungsmomente 
aufnehmen müssen und daher nicht allein durch lotrechte, sondern auch 
durch wagerechte Schubspannungen in hohem Maße beansprucht wer- 
den. Um eine ausreichende Sicherheit bei sparsamer Querschnitts- 
bemessung zu erzielen, empfiehlt es sich, die Auflagerfläche möglichst 
zu vergrößern: hiermit wird zugleich eine merkliche Verminderung der 
Biegungsspannungen sowohl an den Rändern wie auch in der Platten- 
mitte erreicht. 


1) Der Durchschnittswert m, der Spannungsmomente $ı in den Querschnitten 
senkrecht zu den Diagonalachsen ist überhaupt für die ganze Platte konstant. 
Aus der Gleichgewichtsgleichung 

Pu 
M, u = Cu = SC 
ergibt sich im Einklang mit Abb. 63a 
en Ma HA P 
-Aosa B 2u EN H 
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Tafel 14. 


Die Spannungsmomente einer auf den vier Eckpunkten aufruhenden, durch 
eine Einzelkraft in der Mitte belasteten quadratischen Platte. 


Dä | | $ ] 2 Se? 

Kan | P +7. 8 nz 0 Faktor 

z | SS? g F 
zei s | — ang +0,14228 rimm rien P 

Fr l s, |+0,19653 +0,19346|+0,21187|+0,26782 +0,34461, P 
a As | — | +0,05170 +0,11654 +0,22891 +0,34461, P 
| Säi — _ — 1401925 — | P 
ER try | — — — FOOT A — P 
a fi | ei Mt BEE — itos] — P 
s| — — į — |+o20005 — P 
=s] — — +0,12058. — £ P 
LE? bel — — 1001336 — = P 
r 4 ER _ | — 70,133 94 — j — SR 
si — | — |+010722) — es LA 
ss=3 — Hr — | —- | = P 
z SNN 3 | Cop o — '—0,05371 — | — — P 
a 4 | zi = (FORIG) — I = _ P 
si HE — | — nn P 


§ 24. Die nur auf zwei gegenüberliegenden Rändern 
aufruhende Platte. 


1. Die Randbedingungen und die Darstellung der 
Randspannungen. 


Die in § 22 und § 23 durchgeführten Untersuchungen haben gezeigt, 
daß Platten, die nur auf den vier Eckpunkten aufruhen, in allen Quer- 
schnittsebenen parallel zu den Randflächen eine 
ziemlich gleichmäßige Verteilung der Biegungs- 
spannungen aufweisen. Um festzustellen, in- 
wieweit diese Gleichmäßigkeit bestehen bleibt, 
wenn nur zwei Ränder spannungsfrei sind, möge 
jetzt auch die Platte, welche nur auf zwei gegen- 
überliegenden Kanten aufruht, behandelt werden. 

Die Randbedingungen einer solchen Platte 
lauten in Übereinstimmung mit Abb. 65 für die 
freien Ränder x = +a: 


ðt | ae) = 
sr = — STE Suë =, 
ôM et (EE 2m— 1l 
” aa u Alert m 
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für die gestützten Ränder y = 0 und y = 2b: 

CC tts CSC 
GE E e e m 
ôx Ca EI 
Führt man wieder als Grundwerte die Verschiebungen CG der ringsum 
frei aufliegenden Platte ein und setzt man wie vorhin 


Staf 
so müssen die Zusatzwerte C einerseits die homogene Differential- 
gleichung pre — D. 
andererseits die Randbedingungen 
CH 7’ A2 
ee, (a) 
ex m ey 
OS iy 2m— 0X, ) für 
=a t -a(S m ôx ôy? z= +a b 
Mam or )] =0 (b) 
02° m ðzôðy/] ? 
er 
u 7 aai für y=0 und y=2b (c) 
befriedigen. 
Anschließend an die Untersuchungen in § 17, 1 wähle ich für E 
den Ansatz: CR 
EEN NEE F) 
=1,23, 4. (107) 


+ DEER £ + D = -Sinks SI, 


Man kann sich leicht Të daß diese Lösung der Differential- 
gleichung zunächst die Randbedingungen (c) von vornherein erfüllt. 
Damit aber auch die Bedingungen (a) befriedigt werden, müssen 
zwischen A; und Br, C; und Dx die folgenden Beziehungen bestehen: 


m na 1 
"Test Ee 
2 


m 
k m— ER? 2 db, 


Der Ansatz für ¢' kann also auch in der Form 


Sach? la? Zens? 7 meine, 7 


+2,(3 Senti- ntza) 


-+s © Zangk” 2) - = —m Dir. 


C; = DS 


(108) 


geschrieben werden. 
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Es ist nunmehr Bi z , 2m—1 BP ) 


da ` m ôy Co 
m—i zy TE y AO TE Lal 
m Të ) Desiles ll eu 27 Sat: urn ) 


1 
A b T E +2} 
ne Sint Z En Ara 


Für v = +a ergibt sich insbesondere: 


CC Za 1 GEI" 
u M S =) 
p | ex ey: z=+a 


mt: zu 


aa m-ı k0lkyz 
2 


že (109) 


m 


S \3 
mti (=) kD, Cink 


m 2 


N 


ein, so lassen sich die Randbedingungen (b) für die Kante x = +a 
durch die Gleichung 


E E sf Ka? =. Kä + (Pr + OI sin Kä e =0 > 
für die Kante x = —a durch die Gleichung 


ah, -a + DUB + 8) + (Br On] eink ZZ = 0 


ausdrücken. 
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Gelingt es auch, den Verlauf der Auflagerwiderstände aos längs der 
Kanten z = +a durch die Fourierschen Reihen 


t + D IT y 
(dor)s= sa = D Llyr — ea) EE 

DH ZE y 
(dor)z= -a = EN [6 melt (Gi — ell sink— 5 S 


darzustellen, so gehen die Randbedingungen in die einfachen Bezie- 
hungen 
(Be + Pr) — (Ôr — ôt) = — (yr + y4) + (er — a), 
(Be + Pr) + (ôr — 8t) = — (yr + yi) — (Er eu 
über. Hieraus folgt: 
Pe + Pr = — (yr + 74) 


Ôr — Ôp = — (sr — Al, 


Diese Gleichungen werden durch die Werte 


B.=— ye + yk . =| 
e za 
= 3 7 
y” (4 D 25 3m-+l1l Jane 
m \2b, e EE m—l E 2 b 
n 3% 
e (110) 
êp — Et EEN S 
amb i na 
m—1 ER? 3m+1l la æa 
3 d me % a KALT Zen ve 
e m le e Lë m— l KE 2b 
NE 


befriedigt. 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich alle Beizahlen der Glieder der 
für ¢' gewählten Reihe leicht errechnen und die zusätzlichen Formände- 
rungen und Spannungen rasch bestimmen. 

Ist die Belastung symmetrisch in bezug auf beide Mittellinien ver- 
teilt, so fallen die mit A, und Pr vervielfachten ungeraden Funktionen 
fort. Verlegt man sodann das Achsenkreuz nach dem Plattenmittel- 
punkt, so gewinnt man für CT den Ansatz: 


DI 21 n r Š 7 y 

¿ Së us Dls PETER zes %. am 
Hierbei kommen für k nur die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7... in 

Betracht. 


In den meisten Fällen konvergiert diese Reihe so rasch, daß die 


zwei ersten Glieder vollkommen genügen, um die Gestalt der ’-Fläche 
zu bestimmen. 
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Bezeichnet man nunmehr mit gx, 95, qy, qs die jeweilige Größe der 


Auflagerkraft dor längs der Kanten © = —a, und zwar an den Stellen 
KR 2.2 3.) í 
kr Ir vi Te 


setzt man ferner 


a x 7 
7 t = T Cy cosk Fpa aog S ecos Z t 
ZY acos 
+ 0, cos 5 25 GTT E: 
so werden die Bedingungen 
lor = fa für E = z A 
2 
Qor = fr für 57: 
j l 
loz = fy für S ur 
gë für 2-0 
b 
erfüllt, wenn die Beizahlen c den Gleichungen 
l ne I „2% i „32 „Im. Zem . 
zung + gusin- tzoin 3 Tee Sin FR 
p 1 ECK 1 . 6x L. ,„. 9% lgs . 12a 
Ca = 5 Ge Sin S +3 qsin Z- +59: S tzan g? 
1 in 1 102 1 lõ 1 ge TE 
, Bas S . 157 ; „ 207 
ve tan a tat ‚in > +5,50 FE 
lgs en 287 


1 e EE a! 
Ge = 3 fe Sin -y + ären tS Br CA ge Zi z ene 


genügen. Hat man mit Hilfe dieser Formeln die Größen c errechnet, 
so erhält man schließlich für die Beizahlen Dz die einfache Bestimmungs- 
gleichung: 


Deu N 


Marcus, Platten, 13 
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2. Die Berechnung der gleichmäßig belasteten 
Platte. 

Als Beispiel sei eine Platte mit dem Längenverhältnis a:5=1:2 

gewählt. Ich setze voraus, daß sie auf den Rändern y = + ò aufruht 

und mit p gleichmäßig belastet ist. 

Für die ringsum aufliegende Platte mit dem gleichen Seitenverhältnis 
sind im Abschnitt III, $ 9 die Ordinaten der £,-Fläche bereits errechnet 
und die Werte der zugehörigen Auflagerwiderstände in Tafel 4 ange- 
geben. Für die Randpunkte der Abb. 65 sind hierbei die Werte 


qa = (Vr Dol än = (0,6480 + 0,09304) pa = 0,741 04 pa, 
qu = (V, + Ve)y= + gn = (0,8282 + 0,093 66) pa — 0,921 86 pa , 
4. = (Ur + Vry- + 15 = (0,9055 + 0,07931) pa = 0,98481 pa. 
qa = (th LA = (0.9269 + 0,07265) pa = 0,99955 pa 
ermittelt worden. 

Führt man diese Größen in die vorhin abgeleiteten Formeln (112), 
so liefern sie für die Beizahlen co der Fourierschen Reihe die Werte 
& = 1,17254 pa, c; = 0,07783 pa, 

Ge = 0,22991 pa, c, = 0,020 86 pa. 
Die Gleichung der Auflagerkräfte der Ränder x = +a lautet also: 


emm d Pie an I ebe “ a 2 I 
Le sls Aa = pa 117254cos(3 ad 0,22991 cos(3 3 A 


TAE a Y [7 Y 
+ 0,07783 cos g 7 — 0,02086 cos (7 5 a] : 
Auf Grund der Formel (113) erhält man weiterhin für m = 3 und 
a l 
moei 
be 4 
D, =+ oo = —0,987216 2S- , 
ud N 
7 3 E 
KOR (z) a RER, Sin Z 
10 \2 got ZS 7 
b 4 
a b3 A 
D; = + > —- —0,003 112° š 
bi N 
T Za 4 L Sa 
TRE e 
10 \2 Sa Ee 
60/3 7 i & 


Da die Reihe recht gut konvergiert, genügt es für die weiteren Unter- 
suchungen, nur die beiden ersten Glieder zu berücksichtigen. 
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Es ist nunmehr 


2 10 ée Ge EEE 
er + z zn, = 3,372203, 

2 10 7 = Gi ER 
„= 37 WEI z ngs g=! 123793 


¿=ċ SET A L T A 
¢ = + Denel? AlE S Gibbs Cl) 


2 ALS Send g paR 
Denel 5 Oz Š Sins v) — Coll 3 2. 


Mit Hilfe dieser Formel sind für die Rand- und Mittellinien die Werte 

SE 02 € 
zë I: TA errechnet und in der Tafel 15 zusammengestellt worden. 
Sie enthält auch die Ordinaten der elastischen Linie und die Biegungs- 
momente eines gleichmäßig belasteten, einfachen Balkens von der Spann- 
weite l = 2 b: seine Formänderung und seine Beanspruchung stimmen 
mit derjenigen der Platte im Grenzfalle m = oo völlig überein. 

Aus den Rechnungsergebnissen ist zu erkennen, daß sich die freien 
Ränder stärker als die gleichgerichtete Mittellinie durchbiegen und auch 
größere Biegungsspannungen aufweisen: die Unterschiede sind jedoch 
so geringfügig, daß die Verteilung der Beanspruchungen längs der zur 
Spannrichtung senkrecht stehenden Querschnitte als nahezu gleich- 
mäßig bezeichnet werden darf. Diese Feststellung ist aus dem Grunde 
besonders wichtig, weil die Breite (2 a) der Platte im Vergleich zu ihrer 
Länge (25) durchaus beträchtlich ist. 

Da die Ränder die größeren Durchbiegungen erfahren, so erscheint 
die Platte in der Querrichtung nach oben gewölbt: daher sind die Mo- 
mente der reduzierten Spannungen 
m? — 1 ô% 


eu a ee 
Sraz = N m? da? 


negativ und am Rande verhältnismäßig bedeutend. 
Hingegen sind die wirklichen Spannungsmomente 


selbst im Mittelpunkt der Platte, wo sie ihren Größtwert erreichen, 
13* 
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geringfügig und verschwinden am freien Rande gänzlich. Beachtenswert 
ist vor allem, daß sich die Biegungsmomente 


ey m 0x 


überhaupt kaum von denjenigen des einfachen Balkens unterscheiden. 


Tafel 15. 
Die Durehbiegungen und die Spannungsmomente einer gleichmäßig be- 
lasteten, auf zwei gegenüberliegenden Rändern frei aufruhenden Platte mit 
dem Längenverhältnis L = 20 = 4a. 


— — E 


2. : : 0 | Faktor 
3 D | 3 | 
o E Me 
pag Ta 
| € 0,00533 0,00974 | 0,01260 — 0,01363 | 25 
10 | In < —0,01061 : —0,01983 | —0,02570 | —0,02763 | pI? 
5 | 5, 0,05646 0,09789 | 0,13107 0,13294 nis 
3 © 0,00633 | 0,00954 | 0,01115 | 0,01169 ais 
| S, 0,05328 | 0,0919 | 0,11513 | 0,12278 | pI? 
S 0,00564 | 0,01036 ` 0,01346 | 0,01453 E: 
"|, )& mmm  —0,03172 | —0,03929 | —0,04157 | pI? 
3 | &,  +006018 | 010572 | +0,13008 | +0,13857 | pl: 
| Sz || — — n | vg | — 
| s, ` 0,05476 | 0,09621 0,11919 | 0,12610 | p2? 
œ jo = 000806 | 0,00928 | 001205 001302 | 
| ei] | N | i 
Il & | 005469 | 0,093753 | 0,11719 | 0185 | pr? 


Ein Vergleich zwischen den beiden Zahlenreihen für m = 4 und 
m = œ zeigt, daß die Durchbiegungen und die wirklichen Spannungen 
von der Größe der Poissonschen Querdehnungsziffer nicht merklich 
beeinflußt werden, während die reduzierten Spannungen, je kleiner m 
gewählt wird, um so rascher zunehmen. 

Es sei schließlich bemerkt, daß infolge der stärkeren Durchbiegung 
der freien Ränder die gestützten Ränder nicht das Bestreben haben, 
sich von der Unterlage abzuheben, sondern eher die letztere einzudrücken. 
Die an den Ecken auftretenden Einzelkräfte 


CS ) , 
Ber aaa — 9642248 pa? = 0,08028 Q 
y=+th 
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sind daher aufwärts gerichtet, also positiv. Hieraus folgt, daß die längs 
der gestützten Ränder verteilten Auflagerwiderstände 

+a 

2 A, = 2 [adx = Q — 4C = 0,67888 Q 

ft 
kleiner als die Plattenbelastung Q sind. Die Kräfte © erscheinen ziem- 
lich beträchtlich, sie nehmen jedoch mit wachsendem m ab: sie ver- 
schwinden im Grenzfalle m = œ, und es treten dann wie beim einfachen 
Balken nur gleichmäßig verteilte Auflagerkräfte längs der gestützten 
Ränder auf. 


IX. Die Platten mit nachgiebiger Randstützung. 


$ 25. Der Einfluß einer Durchbiegung der Randunterlagen 
bei ringsum frei aufliegenden Platten. 


Während die Auflagerkräfte und die Spannungen eines einfachen, 
frei aufliegenden Balkens bei einer Senkung der Stützpunkte im all- 
gemeinen unverändert bleiben, werden hingegen die äußeren und 
inneren Widerstände einer ringsum aufruhenden Platte, wie bei jedem 
statisch unbestimmten Tragwerke, durch eine Nachgiebigkeit der Rand- 
unterlage, überhaupt durch jede Veränderung der Auflagerbedingungen 
merklich beeinflußt. 

Um einen Anhalt über die Größe dieses Einflusses zu gewinnen, 
nehme ich als Beispiel die quadratische, gleichmäßig belastete Platte 
und bezeichne wie früher mit o die Durchbiegung der ringsum frei 
aufliegenden Platte mit starrer Randunterlage, mit 7" die durch eine 
Senkung der Stützpunkte hervorgerufene zusätzliche Verschiebung, 
mit Ẹ =, +% die endgültigen Ordinaten der elastischen Fläche. 
Ich wähle für ©’ den einfachen Ansatz 


$ R SS E Ei 
ë = Alcoi? cos = Z 4 Gof = Loz) 
d E? E? -i \ (a) 
N £ 1x TY T In T Y TE. 
+2[2 Sin 3 Edge 5 dr Sin 5 q CS 3 z) | 


A und B stellen hierbei konstante Größen dar. Man kann sich leicht 
überzeugen, daß dieser Ansatz der Grundgleichung Fi’ = 0 genügt. 
Für die Ränder v = +a ist 


ep Be: IB e y 

(a Kee Ae = (4 Coj 3 + BZ Sin) ez" E 
und ebenso für y = +b = +a: 

n x gi T e e 

(£ y= ta — (4 Cof 3 + BZ Sın z) cos 3 S z a 
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Diese Gleichungen besagen, daß die ursprünglich geraden Ränder 
sich infolge der Nachgiebigkeit der Stützung nach einer Cosinuslinie 


krümmen. 
Soll beispielsweise die Randmitte die Senkung 
E l SR 3 
lu" wun = 500 
y=0 


erfahren, so muß 5 3 £ R 
Sof `. eet E b 
A Coj ` +B z3 S5 = goo (b) 
genommen werden. 
Aus der Gleichung (a) erhält man andererseits 


tb ay ank a a y -r y m% ë 
am A EE 
02° 2a) 1 \ a 2 o 2 a 2 a, 
BB EC NË AR my E GR 
- D 260) — — — Ein > —) cos — — — - Ze COs — — 
j L lza aa” 2 a 2a 2 o 2 2 ’ 
Y EC Sp EE % a y 
— = 4A\Co) , Zomm z ~ Bi - — 00 — 
Ca Zo 2 e 2 a 2 a 2a 
>T Y m yY T Y mr zT Un TU IT y 
L P (2 De Ein e A] cos — -- — - GM — COS —— e > 
T (ecit "nd WE Sa S a gy Op af 


und insbesondere für die Ränder v = +a bzw. y = +b = +a: 


en AE. 


Da die Platte nicht eingeklemmt ist, so müssen die zum Rande 
senkrecht gerichteten Biegungsspannungen verschwinden. Es ist daher 


Mm 


A 


65 + 2260554 Feind) = o0. ei 


m m 2 2 


Für den Grenzfall m = œ liefern die Bedingungen (b) und (c) die 
Größen 


Ta n 
PR gang, +2 | r ' 
" 1000 a ”’ 1000 .. m’ 
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aus der Gleichung (a) folgt nunmehr für den Plattenmittelpunkt 
(x =y=0): 


Tang- +2 
ln & we “27435 
er 1000 99 
Do - 
[3 \2 x 2 E R a l 
s =s, =—2N(5) B= =) . . 
A Zo 5 6a? 1000 e" 
Coj E 
Da, =) E A 1 Eh 
Omax SE m e ag A 3 35 ž 
á L 5) ioa a Te A, 
Coj ES 
und für die Mitte eines Bandes y=0,2=-+a): 
a 2a 
1000’ 
i EAR 
Sy -x N- A BS 5) Gi DEE ee 2 
` LG a | Cig +B Sin, 2) 6a? 1000” 
6s, Gr Eh Eh 
max — "e ut Es nn 2,4674 e 
R A T \2/ 1000« 10004 g 


Së } "NF 
Bei einem Längenverhältnis = LS erhält man beispielsweise für 


eine Betonplatte unter Zugrundelegung der Ziffer E = 210 000 kg/gem 


2 

in der Plaktenmitte: u = I -0,98335 = 13,77 kelen 
2 

in der Randmitte: o = nn -2,4674 = 34,54 kg/gem. 


Diese zusätzlichen Beanspruchungen sind im Vergleich mit den 
für die normale Belastung zulässigen Spannungen nicht unerheblich. 
Ihre Bedeutung für die Tragfähigkeit der Platte darf um so weniger 
unterschätzt werden, als eine Senkung der Randmitte um yyy der 
Randlänge bei Platten, welche auf biegsamen Randträgern aufruhen, 
durchaus nicht außergewöhnlich ist. 

Die Drillungsmomente werden hingegen durch die Krümmung der 
Ränder verkleinert. Es ist nämlich 


Gë --(z)1 ( nR uf zi 
ðxðy — \2a, A (Cin S 


| 

u 
l 
ER 
Q 
ep 


SE u. 
2a 2a 2 
n” y Seen a E E 
+ le? 757 Gok: sin g 
X n 2 o % my 
+ len? 245405 SE 
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In der Ecke x = —a, y = +a tritt das zusätzliche Moment 
m—1l LG 
Bum — AN -> 
“2 m Cou 
m—| ai z 
N, eal 7 fi L A Kä 
(Z) 2 N jae Sin - 5 +2 |&in =: Do 5) 
auf. Für m = oe ergibt sich insbesondere 
Y sr EM a Fan x 19 
u 2) 6a? 1000 35 Be Ta 
Co? -z 


u DE a 1,67528 
WE e 6a? 1000 goj Z ` 


5) 


EI 


Dieser Wert ist größer als derjenige des zusätzlichen Biegungs- 

momentes in der Plattenmitte und nicht wesentlich geringer als der 
EI 

ursprüngliche Grundwert u = — N ss pes wenigstens solange p die 

Grenzen der Gebrauchsbelastung nicht Sage überschreitet. 

Das gesamte Drillungsmoment {= tọ + t wird um so kleiner, je 
stärker sich die Ränder durchbiegen. Diejenige Senkung der Randmitte, 
bei welcher die Drillungsmomente überhaupt verschwinden, läßt sich 
im übrigen leicht bestimmen. Die Gleichung der elastischen Fläche 
lautet in diesem Falle, wenn wiederum m = oo genommen wird: 


lH) 
een rar) + l6 gë äer? 


Die zugehörigen Spannungsmomente und Auflagerkräfte sind: 


Lu zs D. 
pa 
(GJ — We (al, Aa E ` 
Diese Formeln liefern 
für den Plattenmittelpunkt : 
e 5 pa: oi pat 
Cm pe zA N N = 0, 20833 - N’ 
pa? 


ke, Ander Aa 0,25 pa?, 
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für die Mitte der Ränder x = a: 


4 4 nat 
Eu ER ie 

48 N 1 
S&=0, 

pa? Ana 
he 0,25 pa? 


Diesen Werten stehen bei der frei aufliegenden Platte mit starren Auf- 
lagern die Größen 


4 
: een DU 
En = 0,064876 E7 > 
ó, A = 0,14557 pè 


gegenüber. Infolge der Nachgiebigkeit der Stützung ist also die Durch- 
biegung des Plattenmittelpunktes bis auf das Dreifache vergrößert, 
während die Biegungsspannungen nur um 70 v. H. gewachsen sind. 

Beachtenswert ist auch die Tatsache, daß, obgleich die Senkung Em 
des Mittelpunktes doppelt so stark als die Senkung Z, der Randmitte 
ist, die Momente s, an beiden Stellen die gleichen sind. Die beträcht- 
liche Widerstandsfähigkeit, welche bei den bisherigen Plattenversuchen 
trotz der Nachgiebigkeit der Stützung und trotz der fehlenden Ver- 
ankerung der Ecken in Erscheinung getreten ist, ist auf diese günstige 
Einwirkung der gleichmäßigen Spannungsverteilung zurückzuführen. 


X. Die Berechnung durchlaufender Platten. 


Die Platten, welche im vorliegenden Abschnitt behandelt werden 
sollen, sind an den Rändern ringsum aufgelagert und außer- 
dem zwischen den Rändern 
durch einen Rost von Längs- 
und Querträgern unterstützt 
(Abb. 66). 

Unter Trägern möge hier- 
bei jegliche bauliche Ausbildung 
einer stetigen Unterstützung der 
Platten verstanden werden. In 
diesem Sinne kommen bei Decken, 
welche einen oder mehrere 
Räume überspannen, ebenso 
Wände als Balken, die selbst suf Stützen aufgelagert sind, in 
Betracht. 
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Ich setze voraus, daß die Träger in gleichen Abständen 2a und 2 b 
angeordnet sind und daß sie eine ausreichende Steifigkeit besitzen, um 
als unvexschieblich angesehen werden zu dürfen. Die Decke hingegen 
soll auf dem Rost freibeweglich aufruhen. 

Sind m Längs- und n Querträger vorhanden, so besteht die Platte 
aus (m + 1) (n + 1) gleichartigen Feldern. Wenn diese Felder durch 
keine Fugen voneinander getrennt sind, so wird jede Belastung eines 
Feldes eine Beanspruchung aller übrigen zur Folge haben und umge- 
kehrt auch die Formänderung des belasteten Feldes durch den Wider- 
stand der unbelasteten beeinflußt werden. 

Die Untersuchung des statischen und elastischen Zusammenhanges 
der Felder ist die Aufgabe der nachstehenden Entwicklungen. 


$ 26. Die Stetigkeitsbedingungen. 


Um die Randbedingungen jedes Plattenabschnittes festzulegen, seien 
zuerst zwei benachbarte Felder Z und JI mit der Umrandung abcd 
und eafg in Betracht ge- 
zogen (Abb. 67). 

Da die Träger unverschieb- 
lich sein sollen, so muß zu- 
nächst für alle Randpunkte r 
sein. ni (a) 

Bezeichnet man mit o, 
und w, die Neigung der elasti- 
schen Fläche in der x, z- und 
in der y, z-Ebene, so erfordert 
die Stetigkeit der Formände- 
rung längs des gemeinsamen 
Bandes qa , welcher senkrecht 
zur x-Achse steht, daß 


Ory =S fent 


I wd 


e 


Sf 


sein soll. Diese zweite Bedin- 
gung kann auch in der Form 
BE \ 8 
H 2a 0% Of 
S Ce E (bi) 
Abb. 67. E RENE 0% 
geschrieben werden. 


Ebenso gilt für den gemeinsamen Rand dd der in der y-Richtung 
benachbarten Felder 7 und V die Beziehung: 


Otr ES 
Se b, 
Er CY ly=-b (Þa) 


t= -4 
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Die Stetigkeit des Spannungszustandes verlangt andererseits, daß 
unmittelbar links und rechts des Bandes aa die gleichen normalen 
Biegungsmomente s+ im Felde Z wie im Felde JI vorhanden sind. Hier- 
aus folgt: saas RE FS SS 

Lee SH “(rt SCH 
Lë m Gëlle ca? m han 


Da von vornherein /ze+ gës 
a = tu) 0 
Se = = = A 

OY" lezpu ENT Ja -a 


ist, so lautet die dritte Randbedingung 


02/7 Cou 
Aë "Lä e (c1) 
OR = ru VERT 
Für den gemeinsamen Rand dd der Felder / und V ergibt sich sinn- 
gemäß: GE Se 
er. së fen 
ey v=+b ey? a j 


Es ist leicht zu erkennen, daß, wenn die Bedingung (c,) erfüllt wird: 
die tangentialen Biegungsmomente sy links und rechts des Bandes aa 
in beiden Feldern I und JI übereinstimmen müssen. Ebenso schließt 


die Bedingung (b,) die Beziehung 


a E 3 F 

e | Si = A KE (d,) 
CH x zı=ra cy et: z= -a 

und somit auch die Gleichheit der Randdrillungsmomente an der 
Kante æa in den benachbarten Feldern Z und II ein. Hingegen müssen 
die Scherkräfte vz links und rechts von aa verschieden sein, weil durch 
die unmittelbar über dem Träger aa auftretenden Auflagerwiderstände ta 
eine Unstetigkeit in der Verteilung der Scherkräfte hervorgerufen wird. 
Zwischen diesen Widerständen und den Randscherkräften besteht näm- 
lich die durch das Gleichgewicht in der z-Richtung vorgeschriebene 
Bedingung: 


Ca = (Vira)z= -a — (Orz)z=+a- (e1) 


Für die Stetigkeit der Formänderungen und Spannungen kommen 
also nur die durch die Gleichungen (a), (b) und (c) ausgesprochenen 
Randbedingungen in Betracht. 

Denkt man sich nunmehr die Decke durch Fugen längs der Träger 
in einzelne, voneinander völlig unabhängige, ringsum frei aufliegende 
Platten zerlegt, so lassen sich die elastischen Verschiebungen ć, jedes 
einzelnen Feldes mit Hilfe der bisherigen Verfahren ermitteln. Die 
Grundwerte Z, genügen von vornherein den Gleichungen (a) und (c), 
sie erfüllen jedoch nicht die Bedingung (b). Es müssen daher längs der 
Ränder jedes Feldes Kräfte und Kräftepaare angebracht werden, welche 
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zusätzliche Formänderungen `" hervorrufen, die einerseits die homogene 
Differentialgleichung F?F?{’=0 befriedigen und andererseits derart 
bestimmt sind, daß die endgültigen Verschiebungen 


s a, D 
Ge, = bo + > 


alle drei Randbedingungen (a), (b) und (c) erfüllen. 
Für die Zusatzwerte £’ gelten mithin am Rande aa die folgenden 


Gleichungen: e P 3 
= LE Klee An zot (Im). amd, (a4) 
0% | le ô orr ô trr b/ 
EE mg Le A A > (bi) 
ĉa CH BE ex GE: Da ni 
Gäis Së g? ei (ei) 
SECH  L ëäasë i 1 
det EE EX i r=-a 


Die Ermittlung einer Lösung £’, welche diesen Bedingungen genügt, 
ist das nächste Ziel unserer Aufgabe. 


S 27. Die Gleichungen zwischen den Randmomenten. 
Ich wähle zuerst für die Felder / und JI den Ansatz: 


Sin (tm) m 
(114) 
Gin| k> =) pel? Si 
r= Bäel? 8 ké ae ks: 
Hä Zei 


Der positive Richtungssinn der Ordinaten 2, , yı und &,, Yz ist hierbei 
aus Abb. 67 ersichtlich. 

Nimmt man für k der Reihe nach eine der ganzen Zahlen 1,2, 3,&..., 
so genügt der vorstehende Ansatz, wie man leicht erkennen kann, 
sowohl der Bedingung (aí) wie auch der Bedingung (c4). 

Es ist nämlich im Felde / 


Or ss D fr y=0, Yı=2b, 
D =0, xı = 2q 
und ebenso im Felde JI 
Courses D für y=0, Yyı=2b, 
Za ss Ü. Zy = 2a. 
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Die zugehörigen Biegungsmomente 


el 1 Gen i 
8 N L 
S Ga + m TA] 
al? 2 SS 
E ah m=1 erla? GË Si 
2b el BEZ Sin (x 3 Ze ed \ 
er 30) ka 
Les 
2b 1 om 255) Mi 
ml), 
Geilës | 
> 
d 115 
ae CC (115) 
i ôy? m ðr? 
KEY ei 
e elt? 7) GU 
er Ir 2bl x 2 b 
af Zea 5) _ e iles) 
Ve L d di er a D 5 a 
| Sin (kl) EE 
ER AE L 
Sin — ’ 
12% 1 | 2 ) Aë 
BE z E 
maaa E er a S b) 
coi(e= 5) | 


verschwinden im Felde / (für x = x,) längs der drei Randlinien z, = 0, 
Yı = 0, Yı = 2 b und ebenso im Felde JI (für x = x,) längs der Kanten 
z = 0, yı = 0, yı = 2b, während am gemeinsamen Rande aa mit 
%ı =%, = Za in beiden Feldern die gleichen Stützenmomente 


Sr = TaD kdr -Tang (k 7 ©) sin | SC 


E DER senge lach? 2) | 


vorhanden sind. 

Durch die Reihe (114) mit den Beizahlen Az ist also eine Randbe- 
lastung der Felder I und JI derart bestimmt, daß Randbiegungsmomente 
Sr und Sy überhaupt nur am gemeinsamen Rande aa auftreten und in 
beiden benachbarten Feldern unmittelbar links uud rechts dieses Randes 
den gleichen Wert aufweisen. 

Um in ähnlicher Weise die Wirkung der übrigen Stützenmomente, 
welche an den Kanten bb, cc, dd entstehen, zu berücksichtigen, füge 
ich für die Felder 7 und ZII den Ansatz 


(116) 
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l el? =) oil a 
ay 2 b k 2 b) 
de b Dy ain (x 2 2) oi Zo a 
Enz Sinfka t) Coj DEZ 
7 7 x (lita) 
x x 1 
T A S É z) e ll TT 
Sin|k a =] “Soil (kr =) 
für die Felder Z und IV ebenso 
2 T il ZZ Yı 
$ oa? a) Sins) w H (e ei 
E > C, sin |k = geet vn SCH ` - 
> Sinta) e GEN 
EC SE (114b) 
Sins %) Soil Ss 22) 
TEE 2a Ya 2 a 
Sm = KE wt VE Gg DX 
Sin kaž) Dot ba 
o KS 
und schließlich für die Felder I und F 
ein 9 EEN 
R ( m 2% ES ek Ya Cal? 2 
t= D Disi ETTI bi 2b iii 
Sin(#=2) pelz, 2) 
a a 
S 2 (114e) 
Sf EN) 2? 
! | n Z) Sr g — 2 o 
Sy D; sın Zeg 


Sin lt z 2) ° è eet (rz el 
hinzu. 
Die Formänderung des Feldes / unter dem Einfluß aller Rand- 
momente wird demnach durch die Gleichung 


Dim lern) gi Sink b & Bot? =) 
b ee o a n 


Sinkn- Dote 
+B Fee: BEZ Sech 
Ginta w sea 
+ sin(a Ži) k Pe er s c Sa (117) 
l Sink x s Cofk a> 


b bn 


L D Sink _ o ge eL a | 
Sinkr— Cojk z — | 
\ a a. 
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beschrieben. Hierbei ist: 


z Æ vi 5 e t 
Ei og e E E ge wg 
1 2 $ 2 S A 
Ei A Ya 

1 = a, Ha = = EG p 
1 2 a U 


Dieser Ansatz genügt von vornherein den Bedingungen (a) und (c}) 
für die vier Kanten aa, bb, cc und dd. Es muß jetzt nur noch unter- 
sucht werden, wie die Beizahlen Azp, Br, Cr; und Dy} zu wählen sind, 
damit auch die Stetigkeitsbedingung (b,) befriedigt wird. 

Zur Abkürzung führe ich die Bezeichnungen 


E Sé Se PR; | C Si) SCH wl 
ag Ina dh Ou j Si 


ein und ersetzte die Bedingung (b,) durch die Gleichungen 


r 8 nk l 
o +T; = gin + Tir: 

r E ©.) r 7 
Ep ige U m (b,) 


Für das Feld Z liefert der Ansatz 


EE 
` d z=+a 0x, zı=2a Öx, z2=0 i 


WË? — = u — gem 


bi 


S b 
min? TA Ei“ 
3 aA li 


Sink na an, Gojka 
EE Oe 
Sinka- Dot: ) 


\ 


H S oik ` 
o Sinkm ` a m, Ba 5) 
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Wi 
kale fal WEE 26 SU 1 
Er = 57 d sin |k = 41] | Az = 
e | i beer Ar Gäre? 
b b? 
` S a 
eeneg 
Tangka R 
lat Sin ep Warm Gë 
VW pi Dë? b ba SE, 
Sink a — Cok a — 
\ a a 
Sinin ` e m, Cn. 
k r E eer N) 
Sink a- Cojk x — 
d d Ad / 


Geht man zum Felde ZZ über, so müssen den Kanten ee, aa, ff, gg 
(an Stelle der Kanten aa,bb,cc,dd) die Beiwerte Er, Ar, Fr, Gr 
(an Stelle von A., Br; Cr, Du zugeordnet werden. Die Gleichung der 


Err-Fläche lautet daher: 
Gott é, ) ) 


ču = > sin (2 Al E, a E? b Zu 
Sinha TT Gojka 


b b. 
’ EE AS Dok, 
"Ze an 
= b PR; E r Sink m a M Cojk y, ` (120) 
+ sin|% = &) F; ORE E EE d 
Sink a — " Cofka— 
d CO. o 


>, u Ei, an 
Sinka — Gojka 
x aA f; AE 
Es ist mithin 


C Ka x H 
du -( E em = e (ia) 


Ca 


E j 1 Dr. | 
Ee DOREEN. H 
LG ES Cofk ee 
b b. 
1 


Tangka z 
Ä P 2 
EAT T i en en ge 
= Sinta ES Gott x È 


+6 Sky, ` o na Con 
gint ` geg GER 
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Führt man diese Werte in die Bedingungsgleichung (b) ein, so 
erhält man die Beziehung: 


2b d : a b i l 2 E 61° 
lee eil dek i S Tangka; — ata] 


Ky GE, 

Tangka b 
Ee 
Sinkaz de Gate 


br Sink So; ... r(122) 
Aleng ber Sal SE En en 
o NS b a... 


+ (D; cosk x — 6) ein o ie Baku 5 
Sinta P T Sika 
a o 
In dieser Gleichung tritt, wie bei der Dreimomentengleichung 
des durchlaufenden Stabes, die Verknüpfung zwischen den sieben 
Randmomenten A, B, C, D, E, F, @ der sieben Kanten zweier 
benachbarter Felder einer durchgehenden Platte deutlich in Er- 
scheinung. 
Stellt man diese Gleichung m (n + 1) für die m Längsträger und 
n (m + 1) für die n Querträger noch auf, so gewinnt man die zur Er- 
rechnung der 2mn +m-+n Randmomente erforderlichen Bestim- 
mungsgleichungen. 
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1. Die durchlaufende Platte mit einer einzigen 
Felderreihe. 

Die durch die Gleichung (122) ausgedrückte Stetigkeitsbedingung 
muß längs des gemeinsamen Bandes für jeden Wert von },, d. h. in 
jedem Punkte erfüllt sein. 

Will man diese Bedingung für r Punkte der gleichen Kante be- 
friedigen, so erhält man eine Gruppe von r Gleichungen, in welchen 
nur die gleichen Unbekannten Az, Br, Cr, Dr, Er, Fr, Gr, und zwar 
in solcher Verbindung vorkommen, daß es von vornherein möglich ist, 
wenigstens einen Teil dieser Größen, welche mit dem gleichen Zeiger k 
behaftet sind, abzusondern. 

Die Auflösung der Elastizitätsgleichungen gelingt am raschesten, 
wenn nur eine einzige Reihe von Feldern vorhanden ist. Es müssen 

Marcus, Platten. 14 
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dann, wie die Abb. 68 zeigt, da die äußeren Ränder frei von Biegungs- 
spannungen sein sollen, die Randmomente Cr, Dr, Fy und Gr ver- 
schwinden. 


Abb. 68. 


Die Stetigkeitsbedingung lautet dementsprechend: 


2 z (07 — ol = 3 sin ( z AE Ar tr + (Br + Er) vry. (123) 


D D D 1 \ 
Hierbei ist e Ger E Zangka a BR | 
g aa b y E 
j 124 
k te J Geer) 
eng o zu X 
Sinka- á Cojka— 


Wird nunmehr die linke Seite dieser Gleichung in die Fouriersche 


Reihe 
ok — okr = > um. sin (r S a 


entwickelt, so erhält man für die Kante aa die Gleichungsgruppe: 


2b 
2 A14 + r (B, +2) = o FI > 


2b 
2 Aa lz + ”a (B: + Ea) = = 1 


2 


b 
2A, Ha + v3 (B3 + E,) = = io, 


In jeder Gleichung kommen also, wie bei der Dreimomentengleichung 
des durchlaufenden Stabes, nur drei Randmomente mit demselben 
Zeiger k vor. Schreibt man in ähnlicher Weise die Elastizitätsbedin- 
gungen für die nächsten Kanten auf, so lassen sich alle zum selben 
Zeiger k gehörigen Gleichungen in einer von allen übrigen Unbekannten 
mit verschiedenem Zeiger unabhängigen Gruppe zusammenfassen. 
Hiermit wird die Berechnung der durchlaufenden Platte auf die gleiche 
Grundlage wie die Untersuchung des durchgehenden Balkens zurück- 
geführt. 
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2. Die durchlaufende Platte mit mehreren 
Felderreihen. 

Ein ähnliches Verfahren gestattet auch bei mehrreihigen Platten, 
die Blastizitätsgleichungen in übersichtlicher Form zu entwickeln. 

Um die Erläuterungen zu kürzen, will ich mich auf die Behandlung 
von Platten mit quadratischer Felderteilung beschränken. Der Weg, 
welcher in den nachstehenden Untersuchungen eingeschlagen wird, führt 
aber auch bei rechteckigen Feldern zum Ziele. 


b 
Beachtet man, daß für Ce 1 


ee a 1 
Enger — = — = 
Tang ka Š . 
sich kaum von Null unterscheidet, so kann man der Stetigkeitsbedingung 
den einfacheren Ausdruck 


1 \ 
em Dr sinken E Au 3 (Byt Eu Les f | 


Ginka kaboika 


e Sink 9 Cojk a) 


y Sinka 9 SH V 
+ (@ Dyson (Ge _ a Coika 


. (126) 


geben. 
Da EE EE ya =a +y 
ist, so erhält man auch, wenn 
ay ary 
2a SE? 


gesetzt und die Umwandlung . 
Einkn 2, Hat k n, 
Ginka a Gojka 


T bi 


2 Sinz S Sint - Coik 


Einkn, ` ge Baku, 
Sinka a Doft 


n Tony 
Cof kz Sink S 


sin kn = sink% emt — ob: ink D 


14* 


K „, a /Smkey äu Gott 
Sale bes = 27 See en Cof? k 5 | ESO? N = an m g U 
n á EY 


] 


Ser? Cojkn Zu Sinkn = gtt? = _ 2n Bot 
2 "ein? 7 get? 
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vorgenommen wird, die weitere Beziehung: 


E ` 
e LEE 
Gs Io — orr) 
= > — cosk = sin kn) 


rl] 
gd: z+ 2 d Ginka ka Gojka Q27 
Goiku Zu Sinky ESink ) | SEH 


1 
+ son ZUR mn? > en 
Sink 2 ob 
-zgn BOES SRG) —coska (0 „— DI Se 2, Coj} x 
à nm ent? 7 geit? 


Ich schreibe zur Abkürzung 


1 
Ka lant Zeta tU Bless ie 


Ed 
+ or EN — coska (Cr+ Da] EE Ss = del, 
® IT 
Coikz Einkz 
Sa Sr {ooskZsinen|24r;. + (B, + 5) (ur a29) 
g 2 "Es Ginka T] 
Cfr Së , | 
Jee Fr Gr) —coska(Cr—D)] Einkn ` Zu Coikn effet, 
2C0jkr un ir 


2 22 (of — o7) = b, 0) + Du): 


Es ist leicht zu erkennen, daß die Reihe d. (1) nur die geraden und die 
Reihe Ø, (ul nur die ungeraden Funktionen von 3 umfaßt. 
Multipliziert man der Reihe nach die beiden Seiten der Haupt- 
gleichung (127) zunächst mit einer geraden Funktion 9, Lu) und sodann 
mit einer ungeraden Funktion o, Di). integriert man ferner von 


W us T 
Lë 3 bis 9 = + und beachtet man, daß 
+ 


Dn) pa (n) dy = fa PD.) p) dy = 0 


x 


+ 


Lah 


riy ger 
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sein muß, so zerfällt die Stetigkeitsgleichung in die beiden Bedingungen 


lu 


+ 
22 li- old e, fo dn se $ Ié d 
= I rr) Pam) dy =2] P(n) p(n) dn, 
3 b 
S ` (129) 
LECH 5 
A 2 


a r 
2 ES fo Geh oul Pu (n) dh =? CH CHE N 


Ich wähle jetzt 


P(N) = cosg) , Fun) = sinr y 


und nehme hierbei der Reihe nach 


gl, 3, 5, 7 

r=2, 4, 6, 8 
Da 

Zë 


[eos (qn) cos(kn)dy=0 
0 
wird, wenn E verschieden von g ist und da ebenso 
fsin (rn) sin (ky) dh 
ö 
für alle geraden Zahlen k, die von r verschieden sind, verschwindet 


so liefern die Gleichungen 


| D,tn) costan) di) 


əy 


o 


4-1 1 l | 
Eh Hin E Sta ui d 
(—1) a2. + leie, - ra BÄI | cogn) dn 


CAE 


dee ee 
+ z en — d +G;) —coskr(C;+ Dall — 
"par Pr KS T Einkz 


H 
Hi 


2 
Gi d cos(qn)dn, 
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i D, (n) sin (ry) dh 


r d 1 Se! l a 
ee: ztl 2 Be e et — RO | in? 
u d 3: Zb Les Sarl (B,+ E,) [sin (rn) du 
Coj% Z Es 
k 2 0 
_ byggi lf, 9 meter Di] Lë A =, Br sin (rn) dn. 
>, 2Cojkr Sinkz ` Got 
Es ist nun 
fean dh = fst) dy = d > 
. 5 Gott Si 
Son äu © t1 2 = 
Doku De 3 Se Seet Te - Se Se 2 
Got ° Einkz dë z Sinks 
Si Sinz Z 
Sink 2 2 2 2 
© 2 2. Bot: 1 et z A E 3 
Sint i GL m att 
0 
Hiermit ergibt sich : b 
[ 2,0) costan) an 
1 ei l i 1 l l | 
ig Z |24, k Geen —) 7 | 
( ) q 4 q qa + Sinqa qa Cojgr LR, LKA 


1-1 Re 
LU? SE Tangkall;+G) — coska (C+D), 
(130) 


In, (0) sin (r) do) 


s 


2 
da 


erte D P 1 L 


ra Sinra raboirn 


) B, +8) 


Laif 
u a A DE pplk,- fı) — coska (Cr—D,)]. | 
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Wird jetzt wieder die Größe Ve — o;z) in die Fouriersche Reihe 


mi — ol, = = > AC ya + Am 2 "ugin ken (131) 
k=1,3,5 7... Zi? 
entwickelt, so erhält man auf Grund ähnlicher Betrachtungen wie 
vorhin: = 


2 


q= SE 
or — o) cos(q})d = (—1) 2 Tre: 
ý (132) 


BI 


| (w, — 57) sin (r7) d} = (— 1)2* 3 Wr. 


Führt man die Werte der Gleichungen (130) und (132) in die Glei- 
chungsgruppe (129) ein und setzt man Tangka = 1, so gewinnt man 
schließlich als zusammenfassenden Ausdruck der Stetigkeitsbedingungen 
das Gleichungssystem: 


1% GAK 1 a | 
—— Y, = 2 — oba = 
o 3 un 5) | At rs” eier) Betra SA 


k2 
+ Ka en ; (6, + Fi) — coska (D; Cl. 


La Lo 1 ( 1 d? | 
EE il li i ah 
e ST" Ss 5) "rn  \Einrn are Be 


%2 
T Kaz Rap Io, — Fi) — eoska (D; — Cr)]- 


(133) 


Die Reihen konvergieren in den meisten Fällen so rasch, daß die 
vier Glieder mit g = 1l, r = 2, q = 3, r = 4 für die Erfüllung der Rand- 
bedingungen völlig ausreichen. Es brauchen daher für jede Kante nur 
die vier Gleichungen : 


Zelt Ef hbal- (8, SA 


2 1 E Simna aboja 
+ T [G +F) + (D, LC 
Leem De, + Fa) — (D: LC 
+ e D, + Fo) + (Ds ON 
TE TEE EE EE, A 


(£ +1}? 
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a ya (eu SE SE 1 
A u 5) 245; 2 (Ems: u see, (B, + 2) 
5 BR asf = PJ tU a C 
22 
+ eme IR D — (Da — O9] 
| + a [I — F) + (D, — Ca 
E igr m0 
KR (4? + 22)2 (G, F,) ( 4 AIR E 
e (z [24 1 D? Ju + By) 
SZT" 3) s37 T \Einzn 3700jan) T 
+e tappat, +69) 
"ee [G + Fa) — (Da OR 
Lë ee 5 Gs + Fa) + (Ds +C) 
EEOC (4? + 32)? (G, + Fa) Ce (D, + 6), 
e a _ feel... f E. N i 
Ce es E ba ee er) GEN 
12 
tm (12+ £)? Ié, — Fi) + (D, — 0D) 
22 
torm D 
"mm en (Gs — F3) + (Ds — C3)] 
4? 
+ uetmsfie, HÄ GA 


aufgestellt zu werden. 
Infolge der raschen Konvergenz können die mit dem Zeiger k> q 
oder k> r behafteten Glieder neben den Gliedern mit dem en 


Lg we? k& r vernachlässigt werden, weil die Koeffizienten a 
PE 
oder Br F ve mit denen sie multipliziert werden sollen, mit wachsendem 
q oder r merklich abnehmen und der Beitrag dieser Glieder zur rechten 
Seite der Elastizitätsgleichungen meistens völlig belanglos ist. Der Auf- 


bau der Stetigkeitsbedingungen zeigt dann die folgende Abstufung: 
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T Pı a all l 1 1 
65) 44 + (= = zu) E+ 20| 
L 17 
+ gegil +7) + (D + 0). 
Ža TA Le 1 
2°3 Si "er ep e 2) 
12 
+: +2 22) re 1 a -Fy + (D, EN c] 
22 
Tee re -PR)—-(D,--G,)], 
Bet (tr eg | 
a*a a) Pet ass- IE) (Ba + Ba) 
1? 
G, +F) +D, +0 
HEESE ES LGE + Fi) + (D, +6) (135) 
22 
+ ri ple Fa — (Da + O) 
32 
+ le +F)+(D +03); 
Teen, te 
274 -(5) at le - 47 60j4: AJ SA 
12 
+ Br —-F)+(D- OAI 
LR mé (2? + M 42)? (G: — Pa — (D: — CA) 
77 (32 = - 42)? Ke — Lë + (D3 s Cl 
EEN 


Die Auflösung der Gleichungen wird wesentlich erleichtert, wenn 
die Belastung entsprechend der in Abschnitt ITI, S. 49, entwickelten 
vierfachen Symmetriebedingungen in vier Gruppen verteilt wird. Es 
bleiben dann für jede Gruppe meistens nur so viel einzelne Elastizitäts- 
gleichungen übrig, als Träger vorhanden sind. 

Die nachstehenden Beispiele werden zeigen, daß trotz der Mannig- 
faltigkeit der Randbedingungen die Ermittlung der Stützenmomente 
als eine verhältnismäßig einfache Aufgabe betrachtet werden kann. 
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$ 29. Die Berechnung einer Platte mit drei quadratischen 
Feldern. 


Die in Abb. 69 dargestellte Platte besteht aus drei in einer Reihe 
liegenden quadratischen Feldern. Der Spannungszustand soll zunächst 


LE u EE CR IER 
| H a ty e A 
N, 44 ee a H 
el K: 
| H EI e A 
nn Dh Denen dech 
Abb. 69 


unter der Voraussetzung, daß alle Felder belastet sind, und dann unter 
der Annahme, daß nur einzelne Felder eine Belastung erhalten, unter- 
sucht werden. 


l. Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 
aller Felder. 
Die in $ 28 entwickelte Grundgleichung (123) nimmt, da die Felder 
quadratisch sind, wenn 
2 
Tangka — Salz“ 0 
gesetzt wird, die einfache Form 


da 
GE — — (o7 — wry) 


H 
CHECK He insg) (Be + Ea Jeine- 


STI? der Symmetrie in bezug auf die x-Achse fallen zunächst die 
Glieder mit den geraden Zeigen k = 2, 4, 6, 8... fort. Die Symmetrie 
in bezug auf die 4-Achse des Mittelfeldes fordert andererseits, daß die 
Stützenmomente A und E der Kanten za und ze untereinander 
gleich sind, während die Momente B und H für die biegungsfreien 
Außenränder dd und A A verschwinden müssen. 

Die Grundgleichung lautet daher 


(136) 


a 
e le 


2a 2a Ei 
Fr wz) = => (— TEN "o cos o 5 2) 
rv i 


l f ) t-i my 
=D t4 (E+ enr ka Cof kr (=a naky u` 
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Sie zerfällt in die Gleichungen: 


1 1 
al: ls — ofa ) 
j= 


LS / 3a l 
Aha 
dét: Sinza Coj3: 


2 | 


(137) 


Ei 1 
Sin5r Coj5r 


Um hieraus die Größen A errechnen’ zu können, müssen zuvor die 
Werte y ermittelt werden. Die Berechnung der ringsum frei aufliegen- 
den, gleichmäßig belasteten quadratischen Platte liefert hierzu, wenn 
die Belastung der Flächeneinheit mit g bezeichnet wird, die folgenden 
Beziehungen: 


() - +0, 1081149 ` für v= +a, y=0, 


= ¥ 0,100755 jë 


a 
für z = +4, J= 
re ne ge, 
: N Le, 4 
3a 
4 


3 D 
= F 0,044259 °- für s= +a, y= 


= 4} 0,0 =+4, y=a. 

Mit Hilfe des in § 24, S. 193 entwickelten Interpolationsverfahrens 
erhält man für die Neigung der Z,-Fläche längs der Ränder = +a 
die Gleichung: 


ÖL, a y u ZE) 
El „rel 109976 cos (Z 2) — 0,002075 cos (3 = 


-+ 0,000 259 cos e? x) -+ 0,000 045 cos (73 = r| , 


Man kann sich leicht überzeugen, daß die diesem Ansatz entsprechenden 
Werte für die Stellen 


vl, yey Bmzx Img Sg 


mit den vorstehend angegebenen Werten übereinstimmen. 


Da CR? 
r Ako C bo ck d 
o =|= ene Kee = — Wu 
OXlg= ru EE 
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ist, so erhält man auch 
s i 7 
oi — Or e — T 10219 952 cos = z 2) — 0,00415 cos a? CH 2) 


a) 


H 


+ 0,000 518 cos DEE 0,00009 cos (7 > 


Es ist also: : 
p= 2199520% , 
5 [44 
pa = — 0,00415 T 
y, = — 0,000518 2 
Ze "7 N’ 
vr = + 0,00009 = 


Aus den Gleichungen (137) folgt ferner: 


BERN |. 
A, = —0,2012886 7, > 


gat 
ih H geg 
A; = —0,0041472 N’ 


ER = —0,000 518 T s 
Da die Reihe, wie man sieht, sehr rasch konvergiert, so kann man sich 
bei der weiteren Berechnung auf das erste Glied 4, beschränken. 
Die Gleichung der ¢’-Fläche lautet nunmehr 


FT Y|, (Ciné _ é Ci a) (Sind, _& Cof =] 
BT slas Gns- a Botz + Bein x Datz 


Für das Außenfeld I ist B, = 0, daher: 


e gat ay E Š SON 
= —0,2012886 I . co N. 
$ N Sinn or Botz 


Für das Mittelfeld mit A, = B, ist hingegen: 


Sr = —0,2012886 9 0057 3 EB + Sins, _ &Cojë + Sek 
l Einn z Coja l 


co 
N 2 g 


Fügt man diesen Werten D! die in $ 7 errechneten Größen £, hinzu, 
so erhält man beispielsweise für die endgültigen Verschiebungen & der 
Mittellinie (y = 0) die folgenden Werte: 
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Außenfeld 7. 
Punkt y = 0, s=- Ža: E, = 0,021 331 2E 
2 
s= Zu: 6, = 0,097 0072 ` 
l 
z= — Zu: br = 0,0462822, 
s= ©: Er = 0,046551 LE 
> N 3 
l at 
z= + 7a: r = 0,038886 25, 
2 Es 
z= +70: r = 0,025196 25, 
3 7 E 
e= + Š a : Cr = 0,009 607 g : 
= a: r = + 0,0 =. 


Mittelfeld II. 


3 ga 


Punkty=0, = + — a: Err = +0,004910 = 


4 
-Pr a 
ETH eme, ? 
1 O 
2= +Za:in= 0,024840 Lu 
s= Ar ae 0,0282262% 
N 


Um die Hauptspannungsmomente längs der Mittellinie (y= 0) zu 
bestimmen, müssen jetzt die Zusatzmomente 
0? 7 LE 
S FA EN ` d 3 
` Ca 
auf Grund der Gleichungen (117) ermittelt werden. Die zugehörigen 
Werte für die wichtigsten Punkte im Mittelfeld und in den Außenfeldern 
sind in nachstehender Tafel 16, welche auch die Größe der endgültigen 
Momente Ezé 


= -N3 


j DG z =r 
S: = -N—=s Sz 
Pd da? oe + T? 
CC a 
S= N =s s 
D ây? oy + y 


angibt, zusammengestellt. 
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Abb. 70. 


Abb. 70a. 


-8775 pa? 


Abb. 70b. 


Abb. 70. Spannungsmomente der Mittellinie einer durchlaufenden, gleichmäßig 
belasteten Platte mit drei quadratischen Feldern. 
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Die Hauptspannungsmomente längs 


Tafel 16. 


ID 
IND 
we 


s der Mittellinie einer gleichmäßige 


belasteten, durchlaufenden Platte mit drei bana Feldern. 


x 
d 


H 


Sor Sr Sr Say S Se | Faktor 

— ï i 0,08098 + 0,00058 |-+0,08156 0,05709 0,0159 +0, 9,04550 . ga? 

ï | 0,12219 ;—0,00052 +0,12167 0,10435 —0,02317 +0,08118, ga 

= | — i| 0,14053 | —0,00544 +0,13509 0,13501 —0,03466 +0,10035 ga? 
Z | +0, 0,14557 —0,01756|+0,12801 0,14357 —0,04521 +0,10036 ga? 
+: | 0,14053 —0,04234 |+0,09819 0,13501 —0,05291 +0,08210 ga? 
& | +ä | 0,12219 —0,08881 +0,03338 | 0,10435 |—0,05379 +0,05056 ga? 
+4 0,08098 |--0,17171 —0,09073 | 0,05709 —0,04052 +0,01657 ga? 
lU e rä 31500 0,3150 | — = 1 = Me 
ECK | 0,08098 |—0, 17064 —0,08966 | 0,05709 ‚—0,05211 +0,00498 ga? 
= J +4 !0,12219 —0,08933 +0, ‚03286 | 0,10435 —0,07696 +0,02739 ga? 
Š ] +4 | 0,14053 |—0,047 78 +0,09275 0,13501 |—0,08756 +0,04745° ga? 
2 |0 | 0,14557 |—0,03511 +0, 11046. 0.14557 | —0,09043 +0,05514 ga? 
Der Spannungsverlauf selbst ist in Abb. 70 dargestellt. Er zeigt 


eine ähnliche Verteilung der positiven und negativen Biegungsmomente 
wie beim durchgehenden Balken mit drei gleichen Feldern. 

Vergleicht man die entsprechenden Größen sos und Sr, Soy und Sy 
miteinander, so erkennt man, daß durch die Kontinuität die Biegungs- 
beanspruchungen in der y-Richtung in erheblich stärkerem Maße als 
in der x-Richtung herabgemindert werden. Durch die Stützenmomente 
wird die Steifigkeit der Decke in der &-Richtung wesentlich erhöht: 
die Platte übernimmt daher in dieser Richtung einen weit größeren 
Anteil als in der anderen. Da die Wirkung der Kontinuität in den Mittel- 
feldern, die an zwei Seiten durch Stützenmomente in Anspruch ge- 
nommen werden, größer ist als in den Außenfeldern, deren Stützen- 
momente nur an einem einzigen Rande auftreten, so ist auch der Span- 
nungsunterschied s, — s, in den Außenfeldern geringer als im Mittelfeld. 

Es ist besonders beachtenswert, daß die für die Anstrengung der 
Platte maßgebenden Grenzwerte 


Ier Jans = 0,135 ga? im Außenfeld, 
Lens Jan = 0,1105 ga? im Mittelfeld, 
(Sz)mn = — 0,315 ga? über dem Träger 


sich zueinander wie 1 : 0,82 :3 verhalten, während beim dreifeldrigen, 
gleichmäßig belasteten, durchgehenden Balken die Grenzwerte der 


Biegungsmomente Mix = 0,08 gÈ, 
Mimas = 0,0259, 
Man = 0.10 g? 
dem Verhältnis 1 : 0,3125 : 1,25 entsprechen. 
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Die Abweichung ist bei den Stützenmomenten am größten, weil die 
Platte in unmittelbarer Nähe des Randes in der Randrichtung keine 
Krümmung erfährt: die Biegung senkrecht zum Rande ist hingegen sehr 
beträchtlich und kommt in dem hohen Wert von Szmin zum Ausdruck. 


C > a 
Die Tatsache, daß in der Trägerrichtung Së = 0 ist, bedeutet jedoch 


nicht, daß an dieser Stelle die wirklichen Spannungsmomente 


verschwinden. Nimmt man beispielsweise m = 4" an, so wird für y = 0: 
Sy = — 0,0945 ga? . 


Die Biegungsbeanspruchungen sind also auch in der Randrichtung nicht 
unerheblich und dürfen daher bei der Querschnittsbemessung von 
Eisenbetonplatten nicht außer acht gelassen werden. 


2. Der Einfluß einer wechselweisen Belastung 
einzelner Felder. 


Um den Einfluß einer ein- 


ALIE I] Cl seitigen Belastung der Platte 


| festzustellen, mögen jetzt zwei 
® | Laststellungen untersucht 
i werden. 


| | f Fall A: Die Außenfelder sind 

Z gleichmäßig belastet, 

Tee ee das Mittelfeld unbe- 
lastet; 


Fall B: Die Außenfelder sind 


B LUS unbelastet, das Mittel- 


feld gleichmäßig be- 
ZS lastet. 


N 


Man kann im Sinne der 
R schematischen Darstellung in 
"4 =: 2 Abb. 71 die gleiche Lastver- 
teilung erzielen, wenn man 

Abb. Tl. zunächst 
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IS 
IV 
or 


(Belastungsstufe Z) alle Felder gleichmäßig mit £ und sodann 
entweder 2 


(Belastungsstufe ZI) die Außenfelder mit +5 =, das Mittelfeld mit 


P? 
n E oder 


(Belastungsstufe JII) die Außsnfelder mit — A das Mittelfeld mit 
-= £ belastet. 


Die Formänderungen und Spannungen für die Stufe Z sind, sobald 
gmit g vertauscht wird, durch die Ergebnisse der vorhin durchgeführten 


Berechnungen bereits bestimmt. Bei den Stufen ZI und III gelten für 
jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen wie für eine 


ringsum aufliegende, mit + £ gleichmäßig belastete quadratische Platte : 

man braucht also nur auf die in § 7 ermittelten Werte der Verschie- 
d 

bungen und Spannungen zurückzugreifen und p durch +? zu ersetzen, 


um die entsprechenden Werte für die Stufe IZ oder III zu erhalten. 
Hierdurch ergibt sich beispielsweise für den Mittelpunkt des Außen- 
feldes I 


bei der Stufe I: 


ë= 0,0465512 Z 5, = +01280122@, s, = +0,100353 2 a2, 


D x 
2 N á 2 


bei der Stufe II: 


E = +0,064876 Í £ E = +0,145568 Zeg, 3, +0,145568 Bar, 
bei der Stufe III: 
¢ = —0,064876 2° e 3e = 0145568 Ze, s, = —0,145568 Bar, 


bei der Laststellung A: 


4 
= +0,055713 5 3, = +0,13679 pa?, 3, = +0,12296 Pai, 
d 


bei der Laststellung B: 
4 
© = —0,009 162 e NEE CTT EE EE 


Marcus, Platten, 15 
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für den Mittelpunkt des Innenfeldes II: 
bei der Stufe Z: 


7 4 
č = +0,028 226 È S , LOUOAST ar l = + 0,055 138 ? Ar 


bei der Stufe ie 


2 2 
= —0, 0648762 © = —0,1455682%, 3, = —0,145 56825, 


ké 
bei der Stufe a : 
Em hi; 0648763 $ 


moi Geng pa? 
d = +0,145568 5, Sy = +0,1455687-, 


bei der Laststellung 4: 


¢ = —0,018 32525, 


bei der Laststellung B: 


S, = —0,017 555 pa?, s, = —0,045215 pa?, 


4 
E = +0,046 551 » = +0,128012pa?; s, = +0,100353 pa?. 

In ähnlicher Weise sind für die übrigen Punkte der Mittellinie die 
Werte S+, Sy errechnet und in Abb. 70a und 70b eingetragen worden. 

Da bei einseitiger Laststellung die Stützenmomente nur halb so 
groß sind als bei gleichzeitiger Belastung aller Felder, so ist der Steifig- 
keitsunterschied zwischen Längs- und Querrichtung und dementspre- 
chend auch der Spannungsunterschied Sy — Sy geringer. 

Die Grenzwerte der Biegungsmomente sind bei der ungünstigsten 
Laststellung überhaupt nicht wesentlich geringer als bei der ringsum 
frei aufliegenden Platte: die Kontinuität hat also für die Spannungs 
verminderung bei einreihigen Platten durchaus nicht die gleiche Be- 
deutung wie beim durchlaufenden Balken. 

Diese Feststellung ist für die Beurteilung der Näherungsverfahren 
für die Berechnung durchgehender Platten von erheblicher Bedeutung. 
Folgt man den deutschen Vorschriften, so müßte man bei quadratischen 


Feldern den beiden Spannrichtungen die gleiche Belastung Pr = Py = £ 
zuweisen. 

Die Querstreifen würden dann, unabhängig von der Art der Last- 
verteilung in den einzelnen Feldern, als frei aufliegende Balken das 

P pæ 

Moment uy = pP, we 0,25 pa? aufzunehmen haben. Die Längs- 
streifen hingegen müßten als durchgehende Balken berechnet werden. 
Sie würden, je nachdem die Laststellung A oder B in Betracht gezogen 
wird, im Außenfelde durch die Momente 
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IV 
IN 
~l 


12 
Lil Km 0,1 E = 0,2 pa? : 


l 
(Mr)min Si — 0,02 Rb — 0,04 pa? a 


im Innenfeld durch die Momente 


I 
(Lr)min De 0,05 2 —0,109 a?, 


Lë 
(dan ME = +0,15 pa? 


beansprucht werden. 

Um die Abweichungen von der genauen Berechnung zu beleuchten, 
sind in den Abb. 70a und 70b die Näherungswerte u,, uy neben den 
richtigen Werten s,, Sy aufgetragen. 

Man sieht zunächst, daß ein wesentlicher Fehler der Näherungs- 
berechnung darin liegt, daß sie im Gegensatz zur genauen Untersuchung 
für die in der Wirklichkeit geringer beanspruchten Querstreifen größere 
Spannungswerte als für die Längsstreifen liefert. 

Die genauen Werte sind ferner, soweit die positiven und vor allem 
die negativen Feldmomente in Betracht kommen, durchweg und nicht 
unerheblich kleiner als die angenäherten. Im Falle einer gleichzeitigen 
Belastung aller Felder bleiben hingegen die näherungsweise ermittelten 
Stützenmomente hinter den richtigen Werten $, = —0,315 ga? merk- 
lich zurück. 

Der Vergleich bestätigt wieder, daß das Näherungsverfahren 
nur in sehr beschränktem Maße als zuverlässig angesehen werden 
kann und daß seine Ergebnisse einer wesentlichen Berichtigung 
durch die genaue Untersuchung bedürfen, wenn die Querschnitts- 
berechnung eine sichere und wirtschaftliche Ausnützung der Festig- 
keit des Baustoffes ermöglichen soll. 


$ 30. Die Berechnung einer Platte mit neun quadratischen 
Feldern. 


Die in Abb. 72 dargestellte Platte besteht aus vier Eckfeldern Z, 
vier Randfeldern JI und einem Mittelfeld JZZ. Ist die Belastung 
symmetrisch sowohl in bezug auf die Hauptmittellinie wie auch in bezug 
auf die Hauptdiagonalen verteilt, so lassen sich hinsichtlich der Art der 
Formänderungen und Spannungen die zwölf Kanten in zwei Gruppen, 
die mit (r) und (s) bezeichnet werden mögen, ordnen. In die Gleichungen 
der zugehörigen £’-Flächen sind an Stelle von Az, Br, Cp... die Bei- 
zahlen R,, ër sinngemäß zu setzen. 

15* 
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In den Stetigkeitsbedingungen des gemeinsamen lotrechten Randes 
der Felder Jo und JZ“ treten die Größen 


A= Rz, B; =0, ss Rys D=0, E. zs Ry Za Ky iss Ü 
auf. Für die Elastizitätsgleichungen des gemeinsamen lotrechten Randes 
der Felder JI’? und ZII? kommen hingegen die Glieder 


EIER Bt, Oz Rr, D: Ra, Bi Sr, Buzz Sr, Gr = Dr 
in Betracht. 


Abb. 72. 
Führt man die Abkürzungen 
B E. 
tor "ir pry Sr 
i 1 


Sinka kaboikn " 
ein, so erhält man auf Grund der Formeln (134) die folgenden Glei- 
chungsgruppen 
a) für die Kante I—II: 


28 ST 1 
SO m CH E Rz + R, n| F &1,1 (S1 + Ri) + £2,1 (Sa — Ra) 
+ €3,1 (S3 + Rz) + ea, (Sa — R) 5 

= aA Je mm E 

Ss "(g Gë as T Beral — 1,2081 + R,) — 8,2 (S — Ro) 
ës (S3 + R3) — £4, (S4 — BA, 

TEE 

lg) Fey + Rara| + 1,381 +R) + trs (S2 — Ro) 

+ £s,3 (S3 + Ra) Lal, — BA, 

+ Riya| — paff + R) = es, a (3 BI 

= £s,a (S3 + Ra) na (Sa — Ra) ; 


x Mia el, 
Ze lb 


Fer 
EE 
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b) für die Kante /—III: 
op e E ? "WE 
F ayı = (=) 2 Ki = +8 y7|+2 3,1 +8) +2 Sa (S2 — Ra) 
+ 2 ez,1 (S3 +R)+22,1(8, — R3), 
2 We (ien A | 
Gel Beten] 


St 1 
Zat (F) 285; +87) +2,8 (814R) + 20,0 E 


+ 2 23,3 (S3 + Ra) + 2 &3,3 (S4 — Ri). 


d 1 u 
|2 Ki Fe + S: raj. 


1. Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 
aller Felder. 


Bei gleichmäßiger Belastung aller Felder kommen die gleichen 


A 


ĝ 
Werte ( ez wie bei der Untersuchung der dreifeldrigen Platte in 
u CEET? 
§ 29, 1 in Betracht. Es ist also: 
a E 
yı = — 0,219952 Te: 


Be, SN 
His = — 0,00415 N : 
ua ss 0. 


Die Glieder y mit geradem Zeiger fallen hierbei fort, weil bei der: 
ringsum frei aufliegenden Platte die £,-Fläche in bezug auf die x-Achse 
symmetrisch ist. 

Die vorhin aufgestellten Stetigkeitsbedingungen lauten nunmehr 


a) für die Kante Je —Ile: 


-0,3455 e = 1,716702 R, + 0,25 (8, + Rı) | +0,16 (Lë BA +0,09 (S+R) + 0,055363(5, - Ri), 
we 0,793147 R - 0,04  ($,+Rı) -0,0625 (S:- BA - 0,053254 (Ss +R) -0,04 (G-A, 
-0,0021736 = 0,523955 Ra +0,01  (S1+ R) + 0,023669 (8, - R) + 0,027778 (S; + BA) + 0,0256 (S: - R), 
0 = 0,392715 R, - 0,00346 (S, + Rı) 00 (S:- BA -0,0144 (ës Rs) - 0,015625 (S, - R); 


b) für die Kante II —IIl: 


4 

-0,3455 = = 1,716702 S, + 0,5 (Sı + Rı) |+ 0,32 (S: — Ra) + 0,18 (Sa + Ra) + 0,110726 (S, - Ra), 
0 = 0,793147 Sz, 
4 

-0,002173 F = 0,523955 55 + 0,02(S1+ Rı) + 0,047338 (S; - R,) + 0,055556 (Ss + Ra) | + 0,0512 


0 = 0,392715 8, . 


(S: - Rì), 
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Hieraus erkennt man zunächst, daß die Glieder S, und 8, ver- 
schwinden, ein Ergebnis, das leicht zu erklären ist, wenn man bedenkt, 
daß in der (’-Gleichung des Mittelfeldes die Beizahlen S, und S, nur 
die ungeraden Funktionen von umfassen und, da die letzteren infolge 
der Symmetrie der elastischen Fläche in bezug auf die x-Achse im Mittel- 
felde ausscheiden müssen, so fallen die Beizahlen Sa, S4 wie die Größen 
WPa, Ya fort. 

Werden in den vorstehenden Gleichungen die Glieder rechts von der 
treppenförmigen Abgrenzungslinie vorerst gestrichen, so erhält man 
nach einer einfachen Umrechnung die folgende Gleichungsgruppe: 


at 
1,716702 R, + 0,25 (R+ 8) = —0,3455 I i 
z BS 
1,716702 S, + 0,5 (R, + S,) = —0,3455 I. 
0,793147 R, — 0,0625 (— R,) = +0,04 (R, +8), 


0,523955 R + 0,027778 (R3 + 85) = —0,002173 g — 0,01 (R, + 84 
— 0,023669 (— R»), 

0,523955 S; + 0,055556 (R, + S3) = —0,002173 2 — 0,02 (R, + 8)) 
— 0,047338 (— R,), 


0,392715 R, — 0,015625 (— R) = + 0,00346 (R, + S1) + 0,01 (— Rə) 
+ 0,0144 (R; + S3). 


Hieraus ergibt sich der Reihe nach: 


A Go Aa gar 

R, = —0,161412 "aw: R} = +0,000 34528 Sé 
E ga _ ou gen I 

EI 0,119454 F> Ss = + 0,004837 862 = > 
ee wu BS 

R, = —0,0131299 7 S R, = — 0,001 875545 "aw 


Benutzt man diese ersten Näherungswerte, um die Größe der rechts 
von der Abgrenzungslinie vernachlässigten Glieder der Hauptgleichungen 
(a) und (b) zu bestimmen, so erhält man die Fehlergrößen 


4 
+ 0,002671 t für die 1. Gleichung der Gruppe a, 


4 
— 0,000351 mai für die 2. Gleichung der Gruppe a. 
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gat 


+0,000048014 E für die 3. Gleichung der Gruppe a, 


4 
0.0 r für die 4. Gleichung der Gruppe a, 
4 
+ 0,005342 Ze für die 1. Gleichung der Gruppe b, 
N 


4 
+0,000096028 I für die 3. Gleichung der Gruppe b. 


Sie sind im Vergleich zu den Werten der linken Seiten der fraglichen 
Gleichungen äußerst geringfügig, und man kann daher mit Recht an- 
nehmen, daß die Näherungswerte sich kaum von der genauen Lösung 
der Gleichungen (a) und (b) unterscheiden dürften. 

Werden die rechten Seiten dieser Gleichungen um die soeben er- 
mittelten Fehlergrößen berichtigt, so entsteht die neue Gleichungsgruppe: 


4 
1,716702 R, +025(R, + S,) = — (0,3455 + 0,002671) Ze 
4 
1,716702 S, + 0,50(R, + S,) = — (0,3455 + 0,005342) ©, 
S S gat 
0,793147 R, — 0,0625 (— Ra) = — (0,000351 024) IT 


+ 0,04 (R, + 8); 

gat 
T 
— 0,01 (R -+ 5,)—0,023 669 (— Ro). 


0,523955 R, + 0,027778 (R, + S3) = — (0,002173 + 0,000048014) 


0,523955 8, + 0,055556 (R + S3) = — (0,002173 + 0,000096028) Ke? 
— 0,02(R,+8,)—0,047338 ( — Rə), 
0,392715 R, — 0,015625 (— RI = +0,00346 (R, + £S) + 0,01 (— R,) 
+ 0,0144 (R3 -+ 8;). 
Die zugehörigen Lösungen sind 


vn. Së une MR 
R, = —0,1615459 Te, Sı = —0,1218337 I, 
4 4 
R, = +0,000319013 Ze l Sa = +0,004785328 KE l 
gat 
R, = —0,01283726 I, S, = 0,0, 
gat 
R, = —0,001 906789 IT , S,=00. 


N 
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Durch diese Werte werden aber auch die ungekürzten Hauptglei- 
chungen (a) und (b) mit der größten Genauigkeit befriedigt. Da 
die Abweichung gegenüber den ersten Näherungswerten, mit Aus- 
nahme der an sich sehr kleinen Größe R,, durchschnittlich nur 
1—2% beträgt, so erkennt man, daß die abgestuften Näherungs- 
gleichungen völlig ausreichen, um die gesuchten Beizahlen R und § 
zu bestimmen. 

Die Reihen konvergieren im übrigen so gut, daß für die Darstellung 
der Z’-Fläche nur die drei Größen R,, Sı und R, berücksichtigt zu wer- 
den brauchen. 

Die wirkliche Gestalt der elastischen Fläche wird nunmehr durch 
die folgenden Gleichungen dargestellt: 


a) beim Eckfeld Ja: 


Bf Sitz, E Got: 
Co = Ć R [si d FER $ d 
SI = bai GE p [sin Eu, GE urn 


Sinka a Gojka 


Sinkn h h] 


+ sink | 


b) beim Randfeld Ia: 


Een Bart DB sin Eu, Simka = Cofka 


k=1,2 


(ee & Coj] SEI 


EIERE Sina x Gofa 


c) beim Mittelfeld JI: 


KK RER? mE ati 
Cin = Gorn + gen | 7 — = a) + Lë — Er SiS 


5) 
+ sing, (Seh aky (Son ie Cof ll 


+ E SEA Bato g E, ue Coj d il 


Ginz noir Sinz x Gira 


Schreibt man zur Abkürzung 


Sinké, Spatz, 7 E) Ett, Gott ` 
Sink n nx Botte k\sy> Sin ka a G Cofk x ut, 
Einkn, N, Cof kn Sinkn, 9, Cofkn 
Ginka 7 Gojka Tem, Ehen na CH ? = Frl); 


(139) 
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so lassen sich die vorstehenden Formeln durch die einfacheren Aus- 
drücke 


5 = tor + 2 Rulsinkn Pr) + ke From); | 
\=1,2 


fu = tou + D Ra sinknlFuls) + Fr(&)] + S, sin &, Fl), | (140) 


k=1,2 


In Con + S {sin h [F (E) + F,(&)] + sin Ale) + Fi (a)y 


ersetzen. 
Setzt man weiterhin 
FO a e Se 
-enO -i |: 
TET E E 


2 Sink 
=k R= e JE 
| dal ka Golka/!' 
so lauten die Gleichungen der Grenzwerte der Biegungsmomente für 
das Eckfeld Za: 


8 CC S a) BER, 
N G = o + Ne) X Bil sink sFr) | 
bb ia 
— sink n Fg (&)], 
02 7 Ren ei š 
Sy = N, = = Soy + Dä 2 RA sin kn Fr(&ı) 
— sin k Å RH (ll. 


für das Randfeld Za: 


0? S en a 1 "(E 
$. meN eu = Sr — DE ZS R; sinky LEI + Fils) 


— S, sin (Å) F1 Dal, 
E a = Soy t NEN S Riksina PE +Fr(éa)] 


— 8, sin ($) Find) > 


234 Die Berechnung durchlaufender Platten. 

für das Mittelfeld I/Ib: 

7a j WD SE 

= a ada un = Sos — N LZ EI {sin 1, [FY (E) + Fi (Èa)] 
í ê x? a 


— sin [F faul + Fi GAIE 


1027 2 FALA 
qn en an N (g) 8 Gini LEY On) + PY Ca) 


Schritt J-J 


Abb. 73. Spannungsbild einer gleichmäßig belasteten durchlaufenden Platte 
mit neun quadratischen Feldern. 


Mit Hilfe dieser Formeln sind für die wichtigsten Schnittebenen 
sowohl die Ordinaten ¢ der elastischen Linien wie auch die zugehörigen 
ac Gr 
sind in den Tafeln 17 und 18, welche außerdem die häufig zu gebrauchen- 
den Größen Fz ($), FY(£) enthalten, zusammengestellt und durch die 
Abb. 73 veranschaulicht. 


Krümmungen ermittelt worden. Die Rechnungsergebnisse 
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5 
Tafel 17. 
Zahlenwerte für die Untersuchung durchlaufender Platten. 
s &iné E Coj? ð Sinë 
F. E zg So e S br EEN — e. ZS eins 
(5) Sinz xæ Cojar’ deg (e a Cjr | j 
S Ein2! ë Goj25 2 Ein? 
Lë = — nn WIE = 98 > EE A oms 
($) = on = CERN Tëlee? [ro 27 = ö 
-Š Sin $ Gojë P | Pe) 
GES D ch E EH 
01.090 | Xò | 00 0,0 
4 | 0,403 8467 1,0784673 | 0,023 339 +.0,001 160 
4 | 0,8686717 1,3246087 | 0,046 651 >. —0,001 055 
ł i 1,4701621 | 1,7780260 | 0,069782 |  —0,010958 
$ | 28012997 | 25091792 | 0,091038 | —0,035348 
5 I 3,491 910 | 3,6322769 | 0,106 523 i —0,085250 
$ | 5,227 9727 | 5,3227547 0,108306 |  —0778910 
7 j 7,7806645 7,8446631 | 0,081 583 — 0,345724 
$ 11,548744 11,591 957 0,0 | — 0,634247 
: | | | 
= Sin2s | Gof 24 | RAG) | FY 
EAEE E E 
0 0,0 1,0 ou ` o 
; 0,8686717 1,3246087 0,002 626 0,006372 
2 2,3012997 2,5091792 ` 0,006251 0,014060 
30) 52279727 | 5,3227547 — 0,012071 = 0,023424 
d 1 11,548744 | 11,591957 0,021 486 | 0,031 024 
i | 25367155 | 25.386008 | 0,035483 | 0,021300 
| 55,654431 | 55.663425 | 0,051941 | —0,056896 
r | 122,0734 122,0775 | 0,056 978 \ —0,352600 
N | 267,7442 | 267,7461 | 0,0 | —1,273324 


Die Formänderung und ebenso die Spannungsverteilung zeigen 
einen ähnlichen Verlauf wie bei der Platte mit drei quadratischen 
Feldern. Besonders beachtenswert ist hierbei, daß die Eckfelder 
stärker als die Randfelder und die letzteren stärker als das Mittel- 
feld beansprucht werden. Diese Abstufung der Spannungen ist leicht 
zu erklären, wenn man bedenkt, daß die Eckfelder nur an zwei, die 
Randfelder an drei und das Mittelfeld an vier Seiten teilweise ein- 
gespannt sind. 

Werden die Spannungsmomente 5, der ein- und der dreireihigen 
Platte miteinander verglichen, so erhält man für die äußeren Reihen 
das Verhältnis 


0,1007 : 0,135 =1:1,33 bei den Endfeldern, 
0,09 :0,1105 = 1 : 1,23 beim Mittelfeld, 


Tafel 18. 
Die Durehbiegungen und Spannungsmomente einer durchlaufenden Platte mit neun quadratischen Feldern (Abb. 73—74). 


Gleichmäßige Belastung 


Wechselweise Belastung 


Schnitt | Feld = Fal A Fall B | Faktor 
4 | DI | Sy Ze | êy 8x Sy | 
-3 || 0,016433 | 0,06560 0,04257 | 0,07329 0,04893 -0,007 69 -0,007 26 
-2 || 0,028786 | 0,093 39 0,076 04 0,10779 0,09019 -0,01440 -0,01416 
-4 | 0,035 269 0,10071 0,09435 0,12062 0,11468 -0,01991 0,02033 
Ia] | FÒ | 0,035462 0,09519 | 0,09519 0,12038 0,12038 -0,025 19 -0,02519 
| +è || 0,029729 0,07495 0,07936 0,10774 0,10719 -0,03279 | -0,02783 
J—=J +4 || 0,19377 | ga! 0,02798 | „u 0,05097 | „ne 0,075 08 0,07766 -0,04711 | -0,02669 pa 
+i 0,007 419 { N -0,06879 f ? 0,01902 (HD || 0,00609 0,03806 -0,07988 | -0,01904 
+1 | 0,0 -0,25281 = L =0,12640 SS = 0,126 40 _ 
SÉ 0,004 835 - 0.066 84 | 0,01120 - 0,07391 -0,02294 +0,00707 | +0,03415 
Ia | -3 | 0,014122 0,031 14 | 0,03507 -0,04552 -0,03464 +0,07667 | +0,06971 
| =k 0,021 598 0,07690 ' 005502 -0,031 82 -0,03999 +0,10872 +0,095 02 
FO || 0,024370 0,09002 | 0,06237 - 0,027 77 -0,04160 +0,11779 | +0,10397 
-$ = — | -0,10388 | m eg Se | = 
-4 mm ee | -0,18885 eg Se AR 
SI eg _ -0,24069 _ _ e = 
FO — ! — -0,25281 = mem wen 
Ta\| +} = | ees 0,226 44 es sën ës en 
Sg + Gi j = - 0,108 68 I s E 2 = 
K--K +4 — | = -0,089618 | - — — — 
+1 = | = eeng ee | e = j j 
H Z |] 2 |2% SE EE 
-X = 0,1: 2 ji — } — — — 
| naf = = = -0.17615 | = | = ai Ss 
| F0 _ j _ | -0,19066 | weg | = in | en 
| -4 || 0,012539 0,04970 | 0,04068 | -0,01564 | -0,008206 0,06534 | 0,04889 | 
| -¥ || 0,019963 | 0,06311 | 0,07236 | -0,02854 | -0,015992 0,093 65 0,08836 | 
| -1 || 0,024260 0,06633 | 0,08939 -0,03710 -0,022811 0,10343 0,11220 | 
| 70 || 0,024370 0,06237 0,09002 1 -0,04160 -0,027 775 0,103 97 0,11779 
IIb\ | +} || 0,020564 0,051 70 i 0.07556 -0,044 42 -0,029 724 0,096 12 0,10528 | 
Gay | +2 || 0,013555 | ga 0,02256 | pas | 0,05005 -0,04982 -0,02715 0,07238 0,07720 || U pæ 
| +2 | 0,005223f XN -0,04687 ( 0 | 0,02039 1 -0,06392 -0,018349 0,01706 0,03874 | 
| +1 || 0,0 -0,19066 | Gs | -0,09533 = -0,095 33 = | 
-3 || 0,004757 -0,04355 | 0,01742 | -0,01872 + 0,03726 -0,06226 -0,01984 | 
sen! | -Ẹ | 0012432 0,029 42 | 09,04274 1 +0,0758] +0,073 55 -0,046 39 -0,03080 | 
-1 | 0,018353 0,061 04 | 0,06238 | +0,10078 + 0,09869 -0,03975 -0,03632 
F0 || 0,020510 0,06958 | 006958 +0,10757 | +0,10757 -0,037 99 -0,03799 


9ES 


-uə}Jejq TPpusmeppinp Sunugoarsg Aq 
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~l 


für die mittlere Reihe hingegen 


0,07 :0,135 = 1 : 1,93 bei den Endfeldern, 
0,0696 : 0,1105 = 1 : 1,6 beim Mittelfeld. 


Durch den Zusammenhang mehrerer Feldergruppen werden 
also die Beanspruchungen der äußeren Reihen um etwa 25 und 
diejenigen der mittleren Reihe um durchschnittlich 50% herab- 
gemindert. 

Das gegenseitige Verhältnis der Momente 5, und 5, hängt in jedem 
Felde einerseits von der Lage dieses Feldes in bezug auf die benach- 
barten Felder, andererseits von: der jeweiligen Steifigkeit der Platte 
in der v- und in der y-Richtung ab. Betrachtet man beispielsweise das 
Randfeld JIa, so gehört der zur x-Achse parallel laufende Streifen (y = 0) 
einem Mittelfeld, während der Streifen (x = 0) in Richtung der y-Achse 
als Endfeld zu betrachten ist: infolge der beiderseitigen Einspannung 
besitzt der erste Streifen eine größere Steifigkeit, übernimmt den größeren 
Anteil der Belastung und wird stärker beansprucht. Daher auch sind 
die Momente s, im Mittelpunkt der Platte höher als die Momente 5,. 
In dem inneren Feld /IIb hingegen sind die Streifen in beiden Richtungen 
als gleich steife Mittelfelder anzusehen, und diese Übereinstimmung wird 
im Plattenmittelpunkt durch die Gleichheit der Momente s, und s, 
bestätigt. 

Diese Feststellungen bilden die Grundlage für die Beurteilung der 
Brauchbarkeit und Zuverlässigkeit der für die Berechnung von durch- 
laufenden Platten empfohlenen Näherungsverfahren. Die Untersuchung 
der einreihigen, dreifeldrigen Decke in $ 29 hat bereits gezeigt, daß ein 
richtiges Bild der Spannungsverteilung nicht gewonnen werden kann, 
wenn die von den Längs- und Querstreifen aufzunehmenden Belastungs- 
anteile lediglich auf Grund des Verhältnisses von Feldlänge zu Feld- 
breite, ohne Rücksicht auf den jeweiligen Steifigkeitsunterschied, er- 
rechnet werden. Die Unzulänglichkeit dieses Näherungsverfahrens tritt 
bei den mehrreihigen Platten infolge der größeren Mannigfaltigkeit der 
Randbedingungen und der Steifigkeitsverhältnisse noch stärker als bei 
den einreihigen Decken in Erscheinung. Um die Fehler dieser Berech- 
nungsart zu beleuchten, sind die zugehörigen Momentenlinien 
neben den genauen Werten in den Abb. 73 eingetragen. Man 
sieht, daß beispielsweise für den Mittelpunkt des Eckfeldes das 
Näherungsverfahren die Zahlen 

Uz = Hy = 0,075 gP = 0,0375 g? 


statt der richtigen Größen 
Ss = S, = 0,095 191 ga? = 0,0238 g1? 
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liefert, während für den Mittelpunkt des Randfeldes //a an Stelle 
der genauen Momente 


S» = 0,090022 ga? = »0,0225 g? 
S, = 0,062366 ga? = 0,0156 g}? 
die Näherungswerte 
- 0,025 g = 0,0125 gl? 
‚+ 0,075 g? = 0,0375 gl? 


Us = 


u, = 


we ja 


in Betracht kommen. 

Die Abweichungen sind nicht allein sehr erheblich, sie schwanken 
auch in solchem Maße, daß jede Zuverlässigkeit dem Näherungsver- 
fahren abgesprochen werden muß. Die Notwendigkeit einer genauen 
Berechnung ist von neuem erwiesen: will man sie entbehren, so wird 
man mit der Streifenzerlegung nur dann eine befriedigende Annäherung 
an die wirkliche Spannungsverteilung erreichen, wenn die Steifigkeits- 
unterschiede richtig berücksichtigt werden. 


2. Der Einfluß einer wechselweisen Belastung 
einzelner Felder. 


Die ungünstigsten Beanspruchungen im Bereiche der jeweiligen 
Feldmitte werden entweder bei ausschließlicher Belastung der Eck- 
felder und des Mittelfeldes (Fall A) oder bei alleiniger Belastung der 
Randfelder (Fall B) hervorgerufen. Die gleiche Wirkung tritt ein, 


wenn zunächst (Stufe 1) alle Felder mit +2 und sodann (Stufe 2) die 


Felder Za und /IId mit +2 ‚die Felder JJa und /Ib mit F 2 belastet 
werden (Abb. 74). z = 

Um die elastischen Verschiebungen und Momente der ersten Stufe 
zu ermitteln, braucht man nur in den vorhin für die gleichzeitige Be- 


lastung aller Felder errechneten Formeln g mit 2 zu vertauschen. In 


der zweiten Stufe kommen aus Gründen der Symmetrie und Gegen- 
symmetrie für jedes einzelne Feld genau die gleichen Randbedingungen 


wie bei der ringsum frei aufliegenden, mit + = belasteten quadratischen 


Platte von der Seitenlänge 2a in Betracht. Die dazugehörigen ¢- und 
s-Werte können also auf Grund der in $7 abgeleiteten Formeln, in 


denen statt p nunmehr +2 einzusetzen ist, errechnet werden. 
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Dieses Verfahren liefert beispielsweise für die Mittelpunkte der Felder 
die folgenden Ergebnisse: 


H 


Feld |  Stufel Stufe 2 Fall 4 Fall B 
| 
} } 
t || +00 | 38 ` +0,05 e | ZE 
S | +0,017731 | +0,032438  -+0,050169  —0,014707 Ir 
Ga | j Pà 
|s- | +0,047595 | +0,072785  +0,12038 | —0,02519 pa? 
(3, | +0,047595 | +0,072785 | +0,12038  —0,02519 | pa? 


WE | 4 

pra] © 10012185 #0082438  —0,020253 +0,044623 = 
EI 1l | | 

z | +0,04501 | 0,0712785 ` —0,027775 +0,17795 pa? 


+0,031185 | +0,072785 —0,041 60 0,10397 pa? 


+0,012185 , 70,032433 | —0,020253 -0,044623 


¿ | | 

Irol | | | 
a | +0,031185 | +0,072785 | —0,04160 +0,10397 | pa? 
+0,04501 F0,072785 | —0,027775 | +0,117795 | 


+0,03479 | +0,072785 +0,107575 — —0,03795 | pa? 
+0,03479 | +0,072785 +0,107575 | —0,037995 | 


Di BE | 
¢ || +0,010255 | +0,032438 || -+0,042693 ` —0,022183 | y 
| po 


Die für die übrigen Punkte der Feldmittellinien errechneten 
Momentenwerte sind in Abb. 74a und 74b und Tafel 18 ein- 
getragen. 

Ein Vergleich mit den entsprechenden Werten der in § 29, 2 behan- 
delten einreihigen Platte führt zu ähnlichen Schlußfolgerungen wie im 
Falle der gleichzeitigen Belastung: die mehrreihige Decke zeigt vor 
allem in den Außenfeldern der mittleren Reihe eine merkliche 
Spannungsverminderung, sie ist jedoch bei der schachbrettartigen 
Belastung geringer, als wenn sämtliche Felder zugleich belastet 
werden. 

Bemerkenswert ist wiederum, daß sich die Grenzwerte der Biegungs- 
momente bei den Eckfeldern, welche die größten, und bei den Mittel- 
feldern, welche die kleinsten Beanspruchungen aufweisen, verhältnis- 
mäßig wenig voneinander unterscheiden. Da sie ohnehin nur höchstens 
um etwa 35%, hinter den größten positiven Spannungsmomenten der 
einzelnen frei aufliegenden Platte zurückbleiben, so ist es von neuem 
erwiesen, daß die Wirkung der Kontinuität bei durchlaufenden Decken 
geringer ist als bei durchgehenden Balken. Auch aus diesem Grunde 
wird man die Brauchbarkeit der bisher üblichen Näherungsverfahren 
nicht überschätzen dürfen. 
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- 009533 pa? 


Schnitt J-J Schnitt L-L 


Ze 


2. 


pa 


0127125 pa: 
912038 


+010751pa? 


Abb. 74a. 


=403533 pa* 
Schnitt I-T Pai 


2 
e 
eg j 


Schnitt t-t 


\NN-4970397022 


\ 
N 
Ze, 


"ës 


Abb. 74b. 


Abb. 74. Spannungsbilder einer durchlaufenden Platte mit 


neun quadratischen 
Feldern bei wechselnder Belastung. 
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XI. Die Berechnung trägerloser Decken. 


Unter trägerlosen Decken sind im allgemeinen Platten zu verstehen, 
welche nicht durch Balken unterstützt werden und lediglich auf Pfeilern 
oder Säulen aufruhen. 

Das einfachste Gebilde dieser Art ist die rechteckige Platte, welche 
nur in unmittelbarer Nähe der vier Eckpunkte aufgelagert ist: ihre 
Formänderung und ihre Beanspruchung sind in § 22 und $ 23 bereits 
untersucht worden. 

Für die Überspannung weiter Räume kommen in erster Linie 
Decken, welche durch mehrere Reihen von Säulen unterstützt sind, in 


Abb. 75. 


Betracht. Da bei schmalen Auflagerflächen erhebliche Scher- und Bie- 
gungsbeanspruchungen im Bereiche des Stützpunktes entstehen würden, 
ist es notwendig, die Säulen am Kopfe pilz- oder kelchartig zu er- 
weitern und biegungsfest an die Platte anzuschließen (Abb. 75); die 
trägerlosen Decken werden daher auch als Pilzdecken bezeichnet. 
Diese Decken, in großem Umfange zuerst in Amerika angewandt 
und neuerdings auch in Deutschland ausgeführt, unterscheiden sich 
von den bisher üblichen Eisenbetonbalkendecken im wesentlichen da- 
durch, daß keine Rippen unter der Platte hervortreten: die glatte 
Untersicht gestattet, eine bessere Licht- und Luftverteilung zu er- 
zielen, die Ansammlung von Staub zu vermeiden, Leitungen und Trans- 
missionen in jeder Richtung ohne Störung durchzuführen. Hierzu 
kommt noch, daß die durch keine Unterzüge begrenzte Raumhöhe 
besser ausgenützt, die Stockwerkshöhe daher eingeschränkt und mithin 
Marcus, Platten. 16 
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auch der Umfang der Umfassungswände, besonders bei mehrstöckigen 
Bauten, merklich verkleinert werden kann. 

Die Pilzdecken bieten außerdem den Vorteil, daß ihre Einschalung 
infolge der glatten Unterschicht wesentlich einfacher als diejenige der 
Balkendecken ist und daß die Verminderung des Arbeitsaufwandes und 
des Holzverbrauches eine Verringerung der Herstellungskosten gestattet!). 

Die Berechnung und die bauliche Ausbildung dieser Decken, deren 
technische und wirtschaftliche Vorteile leicht zu erkennen sind, er- 
fordern aus dem Grunde eine besondere Sorgfalt, weil die äußerste 
Einschränkung der Bauhöhe nur dann mit einer ausreichenden Trag- 
fähigkeit verträglich ist, wenn sich die Querschnittsbemessung auf eine 
genaue Untersuchung des Spannungsverlaufes stützen kann und eine 
einwandfreie Ausnützung der Festigkeitseigenschaften des Baustoffes 
gewährleistet. 

Die Biegungstheorie elastischer Platten ist die wichtigste und zu- 
verlässigste Grundlage für die Darstellung der Spannungen und Form- 
änderungen der trägerlosen Decken?). Sie wird in den nachstehenden 
Berechnungen benutzt, um sowohl die Beanspruchung von Platten mit 
wenigen oder zahlreichen Felderreihen als auch den Biegungswiderstand 
der Stützen zu untersuchen und die statische und bauliche Eigenart 
der Pilzdecken in allen Einzelheiten zu beleuchten. 
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Um den Unterschied zwischen den trägerlosen Decken und den im 
letzten Abschnitt behandelten durchlaufenden Platten festzustellen, 
wähle ich als erstes Beispiel eine quadratische Decke, welche an den 
Rändern ringsum frei aufliegt und von vier in den 
Drittelpunkten angeordneten Stützen getragen wird 
(Abb. 76). Sie besteht aus je drei gleichartigen Längs- 
und Querreihen, die sich entweder aus 2 Eckfeldern I 
und einem Randfeld II oder aus 2 Randfeldern II 
und einem Mittelfeld III zusammensetzen: insgesamt 
sind neun quadratische Felder mit der gleichen 
Seitenlänge Z vorhanden. 

Ich nehme eine stetige Auflagerung der Außenränder aus dem Grunde 
an, weil einerseits die Decken in den meisten Fällen auf den Außen- 


1) Die wichtigsten Einzelheiten über die Berechnung, die bauliche Ausbildung 
und die Herstellung dieser Decken sind vom Verfasser in zwei Vorträgen besprochen 
worden, die im Deutschen Beton-Verein 1919 und 1921 abgehalten worden und 
in den „Mitt. d. Deutsch. Bauztg. (1919, H. 23/24) und in der Zeitschrift „Der Bau- 
ing.“ (1921 H. 14,) wiedergegeben sind. 

2) Die Lösung der Differentialgleichung der trägerlosen Decken mit Hilfe 
von Reihenentwicklungen ist in neuerer Zeit von Doeinck in seinem „Beitrag zur 
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wänden aufruhen oder von durchlaufenden Fenster- und Türstürzen 
getragen werden und weil andererseits die Behandlung von Platten, 
deren Ränder ausschließlich und unmittelbar von einzelnen Außen- 
säulen gestützt werden, auf die einfachere Berechnung der ringsum 
aufliegenden Pilzdecken zurückgeführt werden kann. 


L Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 

aller Felder. 

Sind alle Felder gleichmäßig mit o belastet, so treten in allen Stütz- 
punkten die gleichen Auflagerkräfte Z auf. 

Denkt man sich diese Widerstände zunächst ausgeschaltet, so wird 
die Platte Verschiebungen ¢, erfahren. Läßt man hingegen lediglich 
die Kräfte Z = —1 angreifen, so werden die Senkungen £’ hervor- 
gerufen. 

Die endgültige, wirkliche Gestalt der elastischen Fläche ist durch 
die Verrückungen 

E 3 Le e —2 (e 
bestimmt. 


Für die Stützpunkte % gilt insbesondere die Gleichung 
= foz = Ef? . 
Da diese Punkte unverschieblich sein sollen, so muß [; = 0 sein. 
Es ist mithin: 


Die Berechnung der Auf- 
lagerkräfte Z ist hiermit auf 
die ErmittlungderSenkungen 
Zap und é; zurückgeführt. 

Um diese Größen zu be- 
stimmen, wähle ich ein Ge- 
webe mit der Maschenweite 
Às = Aa = A = 4l. (Abb.77.) 

Da die Darstellung der 
&,-Fläche genau wie in $7 
durchgeführt werden kann, 
so erübrigt es sich, den Rechnungsgang zu entwickeln. Ich überlasse 
es dem Leser, die Aufgabe selbständig zu lösen und die in der Tafel 19 
zusammengestellten Ergebnisse nachzuprüfen. 


Berechnung der Pilzdecken“ (Bauing. 1920, H. 7/8), von Lewe in seinen Arbeiten 
über „Die Lösung des Pilzdeckenproblems durch Fouriersche Reihen“ (Bauing. 
1920, H. 22; 1922, H. 4, 10, 11), von Nadai in seinem Aufsatz: „Über die Biegung 
durchlaufender Platten und der rechteckigen Platte mit freien Rändern‘ (Z. f. ang. 
Math. u. Mech. 1922, H. 5) behandelt worden. 

16* 
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Tafel 19. 


Zusammenstellung der Grundwerte für die Untersuchung einer gleichmäßig 
belasteten trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern (Abb. 77). 


Punkt i Einfluß der Kräfte Z= -1 Pintas ee elastung Bemer- 
S e e w | kungen 
Bi w e EL BR Wo j So 
1 | 0,032143 | 0,287 334 1,398 152 | 6,393593 SË 
2 0,064286 | 0,558605 2,296 306  12,088076 EI 
3 0,094643| 1 0,795062| TC 2,891219 | 9° | 16,786842 | g% | Z2 
4 0,117857 | S, | 0,975306 | 8,8] 3,273175 | S, | 20, 152936 | S152 | Ap 
5 0,126786] | 1,082405 3,487 679 | | 22,235 319 ER 
6 0,128571. 1,117216 3,556 937 22,934 385 CERN 
7 0,130357 d 1,087742) | 3895851) |22,925566) Ais 
S 0,196428 |, 1,661699} } ;2 | 4995397 Lois 31,815158 Les 
9 0,25 fs Logg: el 5713801 (5 38 SE ze al s 
10 (0,260714! Dn 2,110307 Del 6,120603! ”ı | 42,366255 E 
ii ozon) ` 2,175486 6.252390) | 43,710003 Ee 
së ee mg ween E 8 
12 |0, 310714) 2,221664 6,480714 | 44,236 444 | Ža ¥ 
13 | 0,425 | 2,736274 | 14° | 7,466032| 94° | 53,417379 | one? 
14 0405357 IE 3,016732 [8,82] 8,028541 f S, |59,032717 (9,8, | 3 - 
15 | 0,392857) | 3,103402; 8,211417 | 60,920 717 er 
| Sa 3 
16 | 0,733928 ER el 8,641071 | g4 | 64,567972) galie $ 
17 | 0,542857 (5. | 3,711583 sl Aäiei 5, | 71,398016 į yg | NS b 
18 105 3,811798) 9,536198) ‚73, 696030) 992 ck: 
19 \ 10,532143 3 4,099140) 122 10,058633 \ g2 78 979244) om F 
20 | 0,521430); SE 2. 3 10.201 1941 S, KE 5311745 8, Bai SS 
| $ ! gie | 44 EP 
21 |0,521430  "Aäsnger I 10,551 154 ? 84,168 976 H ER 
| 5, s [103 S pemg 
Die Untersuchung des Belastungszustandes Z = — 1 erfordert eine 


nähere Betrachtung. Die zugehörigen Bestimmungsgleichungen für die 
w- und die z’-Ordinaten lauten: 


Aw — 2u sc 
— w Lu — w-w= 
-S + 4w, Ss w4 — w% = 


— w — w Lan — w — wih = 
Z 
- w, — w +4w — Wio- wi ss 


— w, — wg Lk ti Wwa — wi = 
SA (A) 


— w — Bin t 4wa — Ws 
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— 2 ws + 4w — 2w =0 
Lé Lé 
Wg — Wit twis — w u=0 
d 
wio — Wi + 4w — wis — w =0 
d 
Wi — 2w + twis — us (0) 
€ e l 
— 2 wis + twh — 2 wiz z + 
1 
Lé t 
Wi — Wis + 4w — wis — Mia zs 
vj D fi 
Wis — Zwir + 4wis — Ww =0 
— 20, + dann — H ww =0 
wis — 2 wig + 4wa — wha =0 
— Lu + tws =. 
So 1 
Eé En H u 3 
4zi 22 =w] z 
8 
— žá +44 — SS =w 2 
72 
S 
a 2 rd z 2 
Z +4% ad 
S ZS 
— 3 +44 > SS =w 
22 
S 
— 4 +15 — a — Sins gë 
72 
S; 
— 24 +44 — 5 -u Ce 
IS 
2% +44 — 2z = ul 7 
ZS 
H 2 
— %— a tiz — a — a= u -z 
A 
5 
— z% SÉ +4% — Zo— ži = w s 
A 
5S 
2 
— Sé % +49—- Su — Zu = Un 72 
— nn EA = uf Eë 
Zg 10 11 15 11 HI (B) 
IS 
2% +45 — 225 = un = 
Ze 


z gë Z / 
— 9 — 2445 u — a Un 
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— Zo— s+ 4z4— Zi — Ss = Mu = 
— Zı — 2z; + 4zi — 2 = wie 
TAE E E A = 2 
— Su Zie + Aë da dn u 
— Zs — Aë + 4tzžs— u = wi 
— 27, + 4zi — 2 zw = wis E 
— 23-2 +49 — A = D 
— dën + 4z = wy — 


Die Auflösung der Gleichungsgruppe (A) liefert die in der Tafel 19 
eingetragenen w'-Größen. 

Um den Spannungszustand in der nächsten 

ar Umgebung des Lastortes genau zu bestimmen, schalte 

alle l e & ich in dem durch die Knotenpunkte 12, 13, 14, 17, 

7 ER zy 19 begrenzten Bereiche ein nsunechigeres Gewebe 
TE T SS : 

mit der Weite 4 = ṣ = gen (Abb.77a). Die Or- 

dinaten der Zwischenpunkte a, b, c, d seiner Um- 
a sind durch die a’, 


A 


Abb. 77a. 


Wi = F 6 wis + 3 wio — w14) = 0,3846 P > 


“i 


wi = S PEE R — wia) = 0,4319, 
Sı 


1 
I, 
` l K aas ` d 2 1 
Wwa = g (6 wi; + 3 wig — wia) = 0,5560 CW 


$ 


l 
We cz 8 -(6 wi; + EH GES wis) =x 0,4927 - 


gegeben. 

Seine innere Gestalt hängt von der Art der Kraftverteilung in der 
Nähe des Stützpunktes ab. Da durch die pilzartige Erweiterung des 
Säulenkopfes eine breite Auflagerfläche geschaffen wird, so wird sich 
der Stützenwiderstand auf einem größeren Bereich verteilen. Ent- 
sprechend den üblichen Ausführungsmaßen kann man annehmen, daß 
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die Seitenlänge der Druckfläche sicherlich nicht geringer als die Maschen- 
weite A ist. Wird also die von den inneren Knotenpunkten e; f, g, h,i 
des kleinen Gewebes begrenzte Fläche als Druckfläche angesehen und 
eine gleichmäßige Druckverteilung in diesem Bereiche vorausgesetzt 
so müna an Knotenpunkten e, g, i: je Ae, f, k: je 4, dem Mittel- 


punkt k: 4 des Widerstandes Z = —1 zugewiesen werden. 


e Bestimmungsgleichungen des engmaschigen Gewebes lauten 
mithin: 


—2 w, +4w — 2w, =. EL 
i SE Ma 
r f e fe 
— U w+ 4w, — w, — w. = + — 
EA a "TE 
en a E E DER 
16 5, 
u Beet 
KS: 
e bk A 
—2w Änt — 2 wh ren 
d 4w G "ie 8: 
F l d 
—2 w, — 2 wr, + tw). E ENN 
Í A" k -f fi 5, 
Sie liefern die Ordinaten 
wi = 0,4856 0,6136 | 
kel € DU”; Wh = —- 
e S, h > D 3 
w, = 0,5554 L w; = 0,6004 e 
S, > i ` 5, a 
l . 1 
w, = 0,5390 —- , wi = 0,647 f 
y 5 5, wi = 0,647 5, 


Der Mittelwert der w-Größen im Bereiche e, f, g, h, i ist 


4 A D [4 z 1 r W 2 d 
W = Zu + Zi + 101) t lie, + wi) + 2w 0,6075 2 
1 


Um nunmehr die Gestalt der elastischen Fläche darzustellen, wird 
das z’-Gewebe mit den w’-Gewichten belastet. Die zugehörigen Gleich- 
gewichtsgleichungen sind in der Gruppe B geordnet, ihre Lösungen in 
der Tafel 19 zusammengefaßt. 

Will man die Formänderungen in der Umgebung des Stützpunktes 
mit größerer Schärfe bestimmen, so kann wiederum an die Knoten- 
punkte 12, 13, 14, 17, 19 das kleine Gewebe mit der engeren Maschen- 


H : : 
weite / = E angeschlossen werden. Seine Randordinaten sind 
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1 A 
Za = 8 (624, + 322 — 211) = 2,50823 - EC? H 
1 22 
Zh = $ (6z + 32u — Z4) = 2,90577 g" 5’ 
H map 
2 = 5 (64: 4324 20) = 3,4 a Sen 
J 22 
Za g (6% + 3a — A) = 3,94377 > 
während die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes 
2 , EROBERTE. 
—2 Zu +42 — 22 = W, e = TS’ 
Z , 1 e Z r (wY Z 42 
— Zs — u +43 — zg — 2; = Wj S, =w ECH 
H r + + t £ Mk H 42 
ae 3 +4, E SS = Wg 48, > 
H 2 4 r D e nn a (A) ee E 4? 
= = Sat i de dt a 5 Se 
aT x 
nr A — Dieb u WE s e dE. a 
2 Za +42 — 2 z; w 5, 129 ER 
d S e A7 3 A2 
22; — 22, +42 u u 48’ 
für die inneren wi die Werte 
= 2,82902 1 = 3,579072 — ——, 
9 5 CR Z] 3,57907 5, 5, 
j2 A8 
SERGE z; = 3,79 $ 
Zr l KA 5, H 3,7 8946 5, 5, 
25 = 3,277 825 2 z; = 3,3745375 st 
de CC gë ; EC? 
liefern. 
Da der Unterschied zwischen dem genauen Wert 
12 
zt = 3,3745375 - ss, 
und der Ordinate des großen Gewebes 
= 3,375803 —— 
EAN 8; 3 3 S 5, 


weniger als $°/ beträgt, so ist die Zuverlässigkeit der Berechnung 
erwiesen. 


Die Decke mit neun quadratischen Feldern. 249 


Für den Stützpunkt gelten also die Größen 


Cat = SI = "e Zolo) = 64,56797 = ; 
er er 8,8, , ;2 
ók = Gig = Ce == 3,3745375 = i 
Es ergibt sich mithin: 
64,567 97 , i 
Z= rn 942 = 19,13387 g/? = 1,19588 g 1? , 


É = o — ZË = $, — 19133879. 
Die Ordinaten Z der wirklichen elastischen Fläche sind in der Tafel 20, 


welche auch die Grenzwerte der Biegungsmomente S» und s, enthält, 
zusammengestellt. 


Tafel 20. 


Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer gleichmäßig belasteten 
trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern. 


Abb. 78. 
| D ) e | r Z H = il 
Punkt So | zy È ı Faktor Sr j Sy | Faktor 
I | ` Up 
pi | } fi f] 
2 | 12,0881 | —-10,6883 | 1,3998 | 0,68671 ` 0,37956 | 
7 | 22,9256 | —20,8127 | 2,1129 | 0,70085 | 0,70085 
S$ | 31,8152 | —29,6900 | 2,1252 | of 0,23823 0,99852 | | g? 
9 | 38,3664  —36,4672 | 1,8992 | | 256 N | —0,31471 1,24486 | 1 
10 — 42,3663  —40,3784 | 1,9879 —0,00788 1,14010 | 
Il | 43,7100 , —41,6257 2,0843 | 0,19280 | 1,07021 | 
4 |—20,1529 | —18,6614 | 1,4915 | 1,08382 | —0,06593 | 
9 38,3664 | — 36,4672 | 1,8992 | 1,24486 | —0,31471 | 
13 || 53,4174 | —52,3554 | 1,0620 | | gi 0,22474 | —0,91459 | | g? 
16 | 64,5680 | —64,5680 on | 256N | —1,86927 | —1,86927 | | 16 
17 | 71,3980 | —71,0169 | 0,3811 0,00070 | — 1,09398 | 
18 | 73,6960 | —72,9345 | 0,7615 0,76084 —0,79251 | 
6 | 22,9344 | —21,3767 | 1,5577 | 1,03104 | 0,06604 | 
11 || 43,7100 | —41,6257 | 2,0843 | 1,07021 | 0,19280 || _ 
15 | 60,9207 | —59,3801 | 1,5406 | gi 0,23552 | 0,45934 | | g? 
18 | 73,6960 | —72,9345 | 0,7615 | | 256N | —0,79251 0,76084 | | 16 
20 | 81,5317 | —80,7568 | 0,7749 | —0,12937 0,45622 | 
21 ` 84,1690 | —83,2513 | 0,9177 | 0,28552 | 0,28552 | 


Um die Verbiegung der Platte besser zu veranschaulichen, sind für 
drei Schnittebenen J—J, K—K, L—L, welche zwecks besserer Unter- 
scheidung als Rand-, Gurt- und Feldschnitt bezeichnet werden 
mögen, die elastischen Linien und die zugehörigen Momente 5 in der 
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Abb. 78 aufgetragen. Sie zeigen, daß die Platte sich am stärksten im 
Rand-, am wenigsten im Gurtschnitt durchbiegt, während umgekehrt 
die größten Biegungsbeanspruchungen im Gurt-, die kleinsten im Rand- 
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Abb. 78. Spannungsbilder einer gleichmäßig belasteten trägerlosen Decke mit 
neun quadratischen Feldern. 


schnitt entstehen. Dieses Verhältnis ist in dem Steifigkeitsunterschied 
der fraglichen Schnitte begründet: die Streifen, welche die Stützen 
kreuzen und von den letzteren unmittelbar getragen werden, verhalten 
sich nämlich wie durchlaufende Balken mit festen Stützpunkten und 
können nur verhältnismäßig geringe Verschiebungen erfahren; die 
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Streifen hingegen, welche die Säulen nicht berühren und nur an den 
Außenrändern aufliegen, wirken wie durchgehende Träger mit elastisch 
senkbaren Stützpunkten und müssen sich daher stärker durchbiegen. 
Infolge der größeren Steifigkeit haben die Gurtstreifen auch den größeren 
Teil der Belastung aufzunehmen und werden folgerichtig am meisten 
beansprucht. Es entstehen vor allem in der Nähe der Stützpunkte 
beträchtliche negative Biegungsmomente!), welche allerdings in einer 
kurzen Entfernung vom Säulenmittelpunkt rasch abnehmen und daher 
für die Anstrengung der Platte nicht unter allen Umständen als aus- 
schlaggebend zu betrachten sind. Bei den Rand- und Feldstreifen sind 
die negativen Biegungsmomente kleiner als die positiven und auf einer 
größeren Länge als bei den Gurtstreifen verteilt. 

Ein Vergleich mit der in $ 30 behandelten, neunfeldrigen durch- 
laufenden Platte zeigt schließlich, daß die Pilzdecken sowohl in den 
Eck- wie in den Randfeldern wesentlich stärker als die von Zwischen- 
längs- und Querträgern unterstützte Platte beansprucht wurden. Die 
Ausschaltung des Trägerrostes hat durchschnittlich eine Verdoppelung 
der Spannungen zur Folge. 

Betrachtet man hingegen den von den Ebenen J—J und L—L be- 
grenzten Streifen als einen einzigen Balken von der Breite B = l, so 
erhält man als Mittelwert der größten positiven Biegungsmomente im 
Endfeld: 


2 


gl 


y t AS i 
MI = 7 (070085 + 2 - 1,24486 + 1,07021) Ae = 0,0697 gP, 
im Mittelfeld: 
D . 
MV = i (0,19280 + 2 - 0,76084 + 0,28552) e = 0,03125 gł. 


Die entsprechenden Werte für den durchgehenden Träger mit drei 

gleichen Öffnungen sind 
MO = 0,0897 , M = 0,025 gP . 

Die verhältnismäßig geringfügigen Abweichungen beweisen, daß sich 
die Pilzdecken hinsichtlich der Größe und der Verteilung der Biegungs- 
spannungen nicht wesentlich von durchlaufenden Balken, welche auf 
der vollen Querschnittsbreite unmittelbar von Säulen getragen werden, 
unterscheiden. Die Beanspruchungen der Decken und Balken stimmen 
um so besser miteinander überein, je mehr Felder in jeder Längs- und 
Querreihe der Platte vorhanden sind und je weiter der betrachtete 
Deckenstreifen von den gleichlaufenden Deckenrändern liegt. 

Die späteren Untersuchungen trägerloser Decken mit unendlich 
vielen Feldern werden zeigen, daß, wenn der Biegungswiderstand der 


1) Die in Abb. 78 gezeichneten Momentenlinien sind in der Umgebung des 
Stützpunktes mit Hilfe des engmaschigen Gewebes ermittelt worden, 
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Stützen außer acht gelassen wird, die Pilzdecken im allgemeinen stär- 
kere Durchbiegungen und größere Beanspruchungen als die stellver- 
tretenden durchlaufenden Balken aufweisen. Im vorliegenden Falle 
sind die Spannungen bei der Pilzdecke aus dem Grunde geringer, weil 
die von den Ebenen J—J und L—L begrenzten Deckenstreifen ziem- 
lich nahe am Rande liegen und durch die besonders wirksame Quer- 
stützung eine merkliche Entlastung erfahren. 


2. Der Einfluß einer wechselweisen Belastung 
einzelner Felder. 


Um den Einfluß der ungünstigsten Laststellung zu erkennen, müssen 
vor allem vier Lastanordnungen in Betracht gezogen werden. 


B | s GE a 


Y — N 
SA N 
x 


Abb. 79a. Abb. 79b. Abb. 79c. Abb. 79d. 


Së 
T? T? 


Fall A (Abb. 79a): die Felder Ia und IIIb sind belastet, 
die Felder Ila und IIb unbelastet; 

Fall B (Abb.79b): die Felder Ia und IIIb sind unbelastet, 
die Felder IIa und IIb belastet; 

Fall C (Abb.79¢c): die Felder Ia und Ila sind belastet, 
die Felder IIb und IIIb unbelastet; 

Fall D (Abb. 79d): die Felder Ia und IIa sind unbelastet, 
die Felder IIb und IIIb belastet. 


Jede dieser Lastanordnungen läßt sich auf zwei Stufen aufbauen: 
Fall A, Belastungsstufe 1: die Felder Ia u. IIIb sind mit + 2 belastet, 


die Felder Ila u. IIb sind mit + 5 belastet; 
Fall A, Belastungsstufe 2: die Felder Ia u. IIIb sind mit + E belastet, 
die Felder IIa u. IIb sind mit — z belastet; 
Fall B, Belastungsstufe I: die Felder Ia u. IIIb sind mit + 5 belastet, 


die Felder Ila u. IIb sind mit + £ belastet; 
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Fall B, Belastungsstufe2: die Felder Ia u. IIIb sind mit — £ belastet, 
die Felder IIa u. IIb sind mit + A belastet; 


Fall C, Belastungsstufe1l: die Felder Iau. Ila sind mit + 2 belastet, 


A 
die Felder IIb u. IIIb sind mit + z belastet; 


Fall C, Belastungsstufe 2: die Felder Iau. Ila sind mit + P belastet, 


E) 


die Felder ITb u. IIIb sind mit — Ê belastet: 
Fall D, Belastungsstufel: die Felder Iau. Ila sind mit + £ belastet, 
die Felder IIb u. IIIb sind mit + Z belastet; 
Fall D, Belastungsstufe 2: die Felder Iau. IIa sind mit — 2 belastet, 


die Felder IIb u. IITb sind mit + 2 belastet. 


In der ersten Stufe aller Belastungsfälle sind sämtliche Felder gleich- 


zeitig und gleichmäßig mit £ belastet: man braucht also nur in dem 


vorhin behandelten Beispiele g mit £ zu vertauschen, um die Ver- 


schiebungen und Spannungen der ersten Stufe zu gewinnen. 
In der zweiten Stufe der Fälle A und B stimmen die Randbedingungen 
jedes Feldes aus Gründen der Symmetrie und Gegensymmetrie mit den 


Randbedingungen der ringsum freiaufliegenden, mit + "d belasteten 


quadratischen Platte von gleicher Seitenlänge lZ völlig überein. Die für 
die letztere im $ 7 errechneten Werte können, sobald g (oder p) durch 


+ t ersetzt wird, ohne weiteres auf die zweite Belastungsstufe der Pilz- 


decke übertragen werden. 

In den Fällen C und D decken sich ebenso bei der zweiten Stufe die 
Randbedingungen der Umgrenzung a, b, c, d der äußeren Reihen wie 
auch diejenigen der Umgrenzung cdcd der inneren Reihe mit den 


Auflagerbedingungen einer ringsum frei aufliegenden, mit + £ belasteten 


rechteckigen Platte von der Länge L = 3l und der Breite B =l. Für 
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dieses Seitenverhältnis B : L = 1 : 3 sind die Durchbiegungen und die 
Spannungsmomente in § 9 errechnet und in der Tafel 5 zusammen- 


gestellt worden: es genügt also wiederum g (oder p) mit + z zu ver- 


tauschen, um die zugehörigen Werte für die zweite Belastungsstufe 
zu ermitteln. 

Bedenkt man nunmehr, daß die Formänderungen und Beanspru- 
chungen in der kürzeren Spannrichtung um so beträchtlicher sind, je 
kleiner die Breite B der Platte im Vergleich zur Länge L ist, so ist es von 
vornherein einleuchtend, daß die zweite Belastungsstufe in den Fällen 
C und D größere Durchbiegungen und Spannungen als in den Fällen 
A und B hervorbringen muß. Für die Querschnittsbemessung hat daher 
nicht die schachbrettartige, sondern die wechselweise Reihenbelastung 
ausschlaggebende Bedeutung. Benützt man einerseits die in der 
Tafel 20 zusammengefaßten Werte für die gleichmäßig belastete 
neunfeldrige Decke, andererseits die in der Tafel 5 für die frei auf- 
liegende Platte mit dem Seitenverhältnis 1:3 enthaltenen Zahlen, 
so gelangt man für die wichtigsten Punkte der Pilzdecke zu den 
folgenden Ergebnissen: 


| į 
Schnitt | Punkt Stufe 1 Sws | DE: | Zë: | Takir 
l = SS EE SEN — nn 
nl 7 |%&=3-0,70085 | + 2-1,2084 | + 0,95462| — 0,25378 | 
11 | = $ -0,19280 | F 1.1,2084 | — 0,50780 | + 0,70060 
gg 9 | =: 124486 | + ! -1,7289 | + 1,48688 | — 0,24202 | 2E 
18 | = 4-0,76084 | F 4.1,7289 | — 0,48403 | + 1,24487 | | 16 
zl u = $} - 1,07021 | + 4 - 1,8543 | + 1,46226 — 0,39204 
| 2J = | - 0,28552 | F ! -1,8543 | — 0,78439 | + 1,06991 


In derselben Weise sind für die übrigen Zwischenpunkte der drei 
Schnittebenen die Werte der Momente Ss, errechnet und in Tafel 21 
mit den zugehörigen ¢-Werten zusammengestellt worden. Die Gestalt 
der Momentenlinien ist aus der Abb. 80 zu erkennen. 

Eine nähere Betrachtung zeigt wieder, daß die Gurtstreifen stärker 
als die Feldstreifen und die letzteren stärker als die Randstreifen be- 
ansprucht werden: die Spannungsunterschiede sind aber wesentlich 
kleiner als bei der gleichzeitigen Belastung aller Felder. Die positiven 
Momente sind bei den Gurt- und Feldstreifen fast gleich, während die 
negativen Momente eher voneinander abweichen. 

Die geringere Beanspruchung der Randstreifen ist leicht zu erklären, 
wenn man bedenkt, daß die zur Randlinie parallel gerichteten Normal- 
spannungen in der Nähe des Randes rasch abnehmen. 
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Wird der von den Ebenen J—.J und L—L begrenzte Deckenstreifen 
wie vorhin als einziger Balken von der Breite B =! aufgefaßt, so be- 


1003775 pl? 
au -Linien 
ans ; Bobo J-J 

g= E E A SI we Gen 
Ir 
si 
ZS 

E p" > 
M= -K 


Schnitt K-K 


1700778 pl 


-004902 pl? 
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00705 pl“ 
A 


>J006687 d 


Abb. 80. Spannungsbilder einer trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern 
bei wechselweiser Belastung einzelner Felderreihen (Lastzustände C und D). 


trägt der Durchschnittswert der größten positiven Momente sz im End- 
feld: 1 2 


12 
a (0,95462 + 2 - 1,48688 + 1,46226) Sch = 0,08423 pl? , 
im Mittelfeld: 


E 


ri (0,70060 + 2 - 1,24487 + 1,06991) £ = 0,06656 pl? , 


[er] 
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während für den durchgehenden Träger mit drei gleichen Öffnungen 
die Zahlen 

Me, = 0,100 pË , Mim = 0,075 pl? 
gelten. 


Tafel 21. 
Die Durchbiegungen und Spannungsmomente 
einer trägerlosen Decke mit neun quadratischen Feldern bei wechselweiser 
Belastung einzelner Felderreihen. 


Abb. 77 u. 80. 


| Belastungsfall C | Belastungsfall D 
Punkt | = l e > Fr 
2 1,4684 0,80975 — 0,0686 —0,12305 
7 2,1271 | 0,95462 —0,0142 —0,25378 
8 1,8311 | P7 | 0,585522] 0291| Pl | —0,34728 | p? 
9 0,9496 | 256 N | —0,15736 | 16 0,9496 | 256 N | —0,15736 | 16 
10 0,2255 —0,47024 1,7625 ' 0,46256 
11 | —0,0295 —0,507 80 2,1127 | 0,70060 
4 | 1,8319 1,19586 — 0,3404 | —0,11204 
9 | 2,4680 | 1,48688 —0,5688 —0,24202 
13 | Lem př | veel. | př | —0,54158 | nb 
16 | 00 256 N | —0,93464 | 16 0,0 256 N | —0,93464 | 16 
17 || —0,8956 Zossen | Gol | +0,65430 
18 | —1,1377 i —0,48403 1,8992 -+1,24487 
6 | 1,9908 , | 1,21392 0,3832 — 0,18288 
11 2,6677 | 146226] | —0,5834 — 0,39204 
15 | 1,9323| p | 0,81616 | PË | --0,3917 sf 030208 | zb 
18 | 0,3807 | 256 N | —0,39625 | 16 0,3807 | 256v | —0,39625 | 16 
20 | —0,7745 į —0,76308 1,5495 0,63372 
21 | — 1,1667 | —0,78439 2,0844 1,06991 


Zwischen den entsprechenden Werten ist wieder eine gute Annähe- 
rung zu verzeichnen. 

Es sei schließlich hervorgehoben, daß der Durchschnittswert der 
größten negativen Momente der Platte in der Mitte des Mittelfeldes nur 


1 2 
ger: (0,507 80 + 2 - 0,48403 + 0,78439) A = —0,03532 pl? 


beträgt, während die Momente des durchgehenden Trägers an der 
gleichen Stelle die Größe 

Mm = —0,050 pl? 
erreichen. Diese Abweichung zeigt, daß die negativen Momente nur 
bei den Gurtstreifen und lediglich in der näheren Umgebung der Stütz- 
punkte verhältnismäßig hoch sind und daher für die Bemessung der 
Feldquerschnitte im allgemeinen eine untergeordnete Bedeutung haben. 


Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke. 


S 32. 
Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke. 


Das Beispiel der neunfeldrigen Decke ist als Grundlage für die Be- 
urteilung der Eigenschaften der trägerlosen Decken insofern wenig 
geeignet, als infolge der geringen Anzahl der Felder der günstige Einfluß 
der stetigen Stützung der Außenränder auch in den mittleren Felder- 
reihen merklich in Erscheinung tritt. 

In den meisten Fällen werden wenigstens in einer Richtung eine 
größere Anzahl von Feldern in einer Reihe angeordnet (Abb. 81). Die 
Steifigkeit der länglichen 
Feldstreifen AM A. ANA 
ist in dieser Richtung um 


so geringer, je mehr die e © 
: = Ai Fe en E — 
aufliegenden Ränder M-N EE ën er SN 


voneinander entferntsind; 
dementsprechend ist auch N 
die Beanspruchung der 2 gie zi 

Querstreifen P—P, Q—Q Abb. 81. 

um so beträchtlicher. 

Die größten Spannungen und Formänderungen werden überhaupt 
in diesen Streifen dann entstehen, wenn die Decke in der Längsrichtung 
unendlich ausgedehnt ist. 

Die Behandlung dieses Grenzfalles ist der Gegenstand der nach- 
folgenden Aufgabe. 

Ich betrachte zunächst eine Platte, welche an den Längsrändern 
frei aufliegt und durch zwei Reihen von Innenstützen, die in gleichen 
Abständen l, und ly angeordnet 
sind, in drei Gruppen mit je un- 
endlich vielen Feldern unterteilt ist 
(Abb. 82). Um die Untersuchung 
zu vereinfachen, setze ich voraus, 
daß in allen durch die Mittel- 
ebenen Q—Q begrenzten Quer- 
streifen die gleiche, zur 2 und 
y-Achse symmetrisch verteilte Be- 
lastung P vorhanden ist: in den Abb. 82. 
gemeinsamen Randebenen Q—Q 
zweier Felderreihen A und B treten daher weder lotrechte Scherkräfte 
noch Drillungsmomente auf. Diese Ränder werden nur durch die 
senkrechten Kräftepaare Ss beansprucht. 

Denkt man sich vorerst den Stützenwiderstand Z beseitigt, so ge- 
nügen die Gleichgewichtsbedingungen, um, ohne Rücksicht auf die 

Marcus, Platten. 17 
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inneren Widerstände s+, in gleicher Weise wie bei einem einfachen Balken 
die Größe der gesamten Scherkraft 
+4, 
V; = fo, dx 
77 


und des gesamten Biegungsmomentes 


welche in jedem Querschnitt eines Querstreifens auftreten, und auch 
die Resultierende DÉI? 


der längs der Randabschnitte Q—Q verteilten Auflagerkräfte zu be- 
stimmen. Die Gleichgewichtsgleichungen liefern für diese Größen Vy, 
M, und A, genau den gleichen Wert wie bei einem Balken mit der 
Breite B = l; . Diese Übereinstimmung ist von der Art der Belastung 
unabhängig: sie ist im gleichen Maße vorhanden, wenn die wirkliche 
Belastung ausgeschaltet wird und nur die Stützenwiderstände Z als 
äußere Kräfte angreifen. 

Um die Unterscheidung zu erleichtern, will ich mit M, und V, 
diejenigen Biegungsmomente und Scherkräfte, welche lediglich durch 
die Belastung P hervorgerufen werden, und mit M’ und V’ diejenigen 
Widerstände, welche unter dem ausschließlichen Einfluß der Kräfte 
Z = — 1 entstehen, bezeichnen. Die wirkliche Beanspruchung ist durch 


die Größen 
R MM, ZW, F =F,- Zy 
bestimmt. 


Werden ebenso mit CG © und ¢ bzw. mit ð», 6’ und ô die Durch- 
biegungen der Platte bzw. des stellvertretenden Balkens bezeichnet, so 
läßt sich die wirkliche Formänderung durch die Gleichungen 
beschreiben. E Weeder 

Es ist von vornherein leicht zu erkennen, daß die Übereinstimmung 
der gesamten Biegungsmomente und Scherkräfte beim Plattenstreifen 
und beim zugehörigen stellvertretenden Balken eine gleiche Überein- 
stimmung des Mittelwertes der Durchbiegungen der Platte 


+z +L 
E 7% i E a 
IC dr = d, II dn ss di 
by 8 
Ele EI? 


und der entsprechenden lotrechten Verschiebungen A, und A" des Balkens 
zur Folge haben muß. 
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Es muß aber im Auge behalten werden, daß in jedem Querschnitt 

des Querstreifens die einzelnen Beanspruchungen sy, vy und Durchbiegun- 

gen längs der Querschnittsbreite veränderlich sind und vom Durch- 
M, Fy 


schnittswert en ö mehr oder weniger abweichen können. Ein 
x e 


merklicher Unterschied ist besonders im Angriffspunkt k der Stützen- 
widerstände Z zu erwarten, weil bei Einzelkräften in unmittelbarer 
Nähe des Lastortes eine 
erhebliche Steigerungder 
Biegungsmomente ein- 
tritt. 

Da die Stützpunkte 
unverschieblich sein sol- 
len, so gilt für die Stelle E 
die Bedingung 


Geta-Zu=0. 


Hieraus folgt 


Z= Cor. 
GE 
Würden £,; und £7 mit 
den zugehörigen Ver- 
schiebungen Ar und Ôk 
der Querschnitte K—K 
des stellvertretenden 

Balkens genau überein- 
stimmen, so würde auch der Stützenwiderstand Z bei der Platte ebenso 
groß wie beim entsprechenden durchgehenden Träger sein und im end- 
gültigen Zustand eine völlige Gleichheit hinsichtlich der Biegungs- 
momente M, und Scherkräfte Vy bei der Pilzdecke und beim durch- 
laufenden Balken bestehen. Da jedoch in den Querschnitten K—K 
längs der Stützenflucht die Durchbiegung der Platte gerade im Punkte k 
ihren Höchstwert erreicht und mithin {7 sicherlich größer als der Durch- 
schnittswert ô, also auch größer als die Verschiebung ër des stellver- 
tretenden Balkens ist, so müssen bei der Platte kleinere Stützenwider- 
stände Z und größere positive Biegungsmomente MM, als beim durch- 
gehenden Träger hervorgerufen werden. 


Das Verhältnis 2 zwischen dem Mittel- und dem Höchstwert der 


| 
| 
| 
| 
l 
I 


I 
UE ee A DSE 
Abb. 83. 


uk 
Durchbiegungen der Platte längs der Stützenflucht ist das Maß für die 
Wirksamkeit der Stützung. Es ist um so günstiger, je weniger sich diese 
beiden Werte voneinander unterscheiden und hängt wesentlich vom 
Stützenabstand l ab. Um die Beziehungen zwischen Platte und. Balken 
17° 


260 Die Berechnung trägerloser Decken. 


weiter zu verfolgen, will ich jetzt in zwei Beispielen die Ermittlung der 
Größen Ai, und Cj zeigen und den Verlauf der Durchbiegung der Decke 
im Bereiche der Stützenflucht näher untersuchen. 


l. Untersuchung einer dreireihigen Platte mit der 
Stützenteilung Lk lr LI. 


Für die in Abb. 83 dargestellte dreireihige Platte mit der Stützen- 
teilung l,:l,=1:1 wähle ich en Gewebe mit der Maschenweite 


ı_1_1.3 
As = ns d = 5 und belaste es in den Punkten k mit den 


Ich verteile die Ordnungsziffern der Knotenpunkte entsprechend 
den Symmetriebedingungen und schreibe die Gewebegleichungen 


4w, — 2w; — wi =0, 
—2 (wi + w) + det — w =0, 
du — 2w, — w =0, 


— w — (w, +w) + tw h wf, 

— u$ +4w — 2w, — w, =0, 

u +4 — Ze — wo = 0, 

— uw — (w, +w) + Ae — w =0, 

— wi +4 — 2w — we 0, 
P 1 (A) 

— w Tem 3 a gt ES 
j) 1 

u — (wio + wi) + 4w — wi = 0, 

— w + twe — 2wa — wi = 0, 

(ee wio + 4w — am: — ws = 0, 

— wa — (wi + wis) + Aa, — wr =), 

— we + 4w — 2 wa — ws = 0, 

—2 uh A. Ange — 2w  =0, 

A 
—2 wi — (Wis + wi) + Aufl; =0, 


—2 wis + Angie — 2 wir =0, 
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H A2 r 
4z — 2z — z, siet 
42 
—2 (24 + z) + 4z = e, 
5, 
H A8 d 
4z, — 2z, —% = u, 
s r F A2 
= SÉ + 4z AB geen 
S 
A8 
-- 2% — (z + 2%) Liss e, 
2 
A 
— Si Aa -2% =% =i, 
2 
H 
= SÉ +4 nl er 
S 
Hi 
= á (+23) Liane, 
2 
22 
E KEEN 14 =, 
H Zë 
= +42 ha 5 Uk» 
2 
22 
p z — (zo + Sal + 4zi — u= ge 
H 
-%4 +i% beer ës 
2 
A 
— zo +42; 2 = ur 
H 
A — (du + gd + tzu — = Ws 
2 
d 4 2 1 42 D 
— Ze +42; 2, — zis = T Wis» 
2 
A 
-—2 zís +42 BETZ = Zu, 
2 
, JE, 
äh titan 7 Ss 
2 


A +4% dh =u 
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auf. Ich setze 

w = R, + T, sf- U 5 
w = R —T, e 
ur, eeng Rı + Fi D U, a 
w, = R +T; +U. 


wé = Ri — T; 
w, = R, +T, — U, 
w, = R, + T, +U0,, 
ws = R; — T; 


w, = R; + T} Da, 
€ 7 
wio = Rio + Tio + In» 

r 
wi = Rio — Tio ; 
wis = Rio + Tio — Uio: 
wis = Ris + Tis + Uis 
Fo 
wi Ra — Tis 5 
a rd 
wis = Ris + Tis — Uis 
Mie = Ret Tis + Uis» 
p 
wir = Rye — Tie : 
r 
wis = Ris + Tis — U 


H 4R = w Lä + w, 
4U, = 2w; — 2w, 
4T, = w — 2w, + w, 
4R, = w kä + w, 
ZU, = 2w — Au, 
4T, = w — Zu +H w, 
4R, = w Lä + w, 
4U, = Zus — 2w, 
©) 4T, = w — 2w + w, D) 
4 Ro = wot 2wa t Wi: 
4 Uio = 2 wio — 2wis, 
4To = ww—2wıt Wi» 
4 Rg = wrt 2wa t Wis, 
4 U = 2 wis — 2 wz, 
47T, = Wa— wat Wis, 
4 Re = wet 2wrt wis, 
4 Uie = 2 wie — 2 wig, 
J 47T, = wu wht wis 


fasse in den einzelnen Gruppen des Gleichungssystems A die Gleichungen 
paarweise zusammen und erhalte durch wiederholte Addition und Sub- 
traktion die drei folgenden voneinander unabhängigen Gleichungs- 


systeme: 


2R, — R, =0 
R, + 2R, — R; = H 


- R +2R, — Bez 0 


1 
R, +2Ro Kaz cs (E) 
Rio + 2Ris — Rie = 0 


—2 Rys + 2 Re = () 


Ti +67, -T, =( 
T, +67, — Tan =0 

L 3 
48, 
Tio + 6Tis — Ta = 0 


T, + 6Tio — Ta = (E3) 


+67, — T, =0 | 


2773 + 67,6 =0 
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+40, —-U, =0 
— U, +40, — U, =0 
U, +40, — Uo = 0 


i z 2 E,) 
e D bé, e EE (iz 
) 13 48, 
Ui + 4U UV 
2 UL A De =0 


An Stelle der ursprünglichen partiellen Differenzengleichungen sind 
hiermit totale Differenzengleichungen gewonnen, welche eine ähnliche 
einfache Gliederung wie die bekannten Clape vronschen Dreimomen- 
tengleichungen des durchlaufenden Balkens aufweisen. Ihre Auflösung 
liefert : 


. l ERa 1 l 
R, = 0,25 — = DIT ` E EN En Pia 
i ‚25 ge T 0,000217 S’ Ui 0,00259 5 
> Ei 1 m ` l 7 N 1 
Ri =0,50 7, T, = 0,001301 -, U, = 0,01036 =, 
Ki Ki Si 
A m 1 17 EA e r e e i 
R, = 0,755 5, T, = 0,007589 =, U; = 0,03886 — . 
LN 1 ZS, H, 
Rio = 1,00 3 Tio = 0,0044232 4 Ui = 0,14508 Ea 
10 Sr: 10 > en C S 
L 


H S ? 1 
Ris = Luis, Tis = 0,007806 o, Un 0,04145 .-, 


D i Ki Á 1 
> 1 : E. ö | 
Des LA. Ti = 0,002602 —, — U= 0,020735. 

Ki NA Si 
Mi = S w, = 0,25281 P, M, = Sw, = 0,51166 P. 
M, = Sw, = 0,24978P , M; = Su; = 0,49870 PP, 
M; = S w, = 0,24763 P, M, = Siw, = 0,49094 P, 


M. = Sw = 0,79645P, Ma = Si w = 1,18931 P, 
Mi = S w, = 0,714241 P, Mi, = S wh = 0,95577 P, 


Mi, =S, w, = 0,71873 P, Mi, = S, w = 0,89915 P, 
Mis = S, wi, = 1,04926 P, Mis = 8, Wi = 1,02333 P. 
Mi, = Si wa = 0,99219 P, Mir = Sı wi = 0,99748 P, 


Mi; = S, wi; = 0,96636 P , Mis = Sı wis = 0,98187 P. 


Aus diesen Zahlenreihen erkennt man, daß nur in der nächsten 
Umgebung des Lastortes ein nennenswerter Unterschied zwischen den 
Momenten M’ eines Längsschnittes besteht, während mit wachsendem 
Abstande vom Lastorte alle Punkte eines Längsschnittes fast die gleiche 
Biegungsmasse M’ aufweisen. Obgleich die Platte nur in einzelnen 
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Punkten gestützt ist, tritt eine beinahe ebenso gleichmäßige Verteilung 
des Auflagerwiderstandes ein, als ob die Decken längs der Linien 10, 
11, 12 gänzlich aufruhen würden: diese günstige 
Wirkung ist für die Tragfähigkeit der Pilzdecken 
von erheblicher Bedeutung. 

Die Spannungsverteilung in der Nähe des 
R Stützenkopfes verdient noch eine eingehendere Unter- 
suchung. Ich schließe an die Knotenpunkte 7, 8, 
11, 13, 14 ein kleinmaschiges Gewebe mit der Weite 


A Ae A o D an (Abb. 83a). Wählt man als 


4 
x 3 r ebe: 
Druckfläche ein Quadrat mit der Seitenlänge 2?/=-; , so entfallen 


auf die Knotenpunkte i und m die Lastanteile Ze e 


auf die Knotenpunkte r, Z und n die Lastanteile = ? 


è 


auf den Mittelpunkt E der Anteil 5 ; 
Die Gleichgewichtsgleichungen des kleinen Gewebes lauten nunmehr: 
4w; — w — w, — w, WW = S 
č l r @ eg 16 E? > 
4 wm — W — Wa — wa — W A 
m l n d e 16 D H 
d Z r A P 
tw, — 2w, — w; — wi = SE ; 
E PE PE P e 
Za, — 2 Wm — wh — Wi; ur We 
2 £ r r (4 Ka 
tw — (wi + Wm) — wh — un = SS, > 
! , , F P 
Za — (w, + wr) — 2 wi a 
H 


Setzt man hierin für w4, wi; und wis die vorhin gefundenen Werte 
P 

w; = 0,79645 — . wi, = 0,95577 2 R wa = 1,049 26 z 
N S, S, 


1 
und für die übrigen Randknotenpunkte die durch Interpolation er- 
mittelten Größen 


e 3w, + wh P 

= —— = 2 ——— 
Wa 4 0,78294 5, 
wz = Bws t wu = 1,03499 Z , 


4 8, 
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oO 


, _ bw +3 ug — u 
u ar SH DES EE 
E S; 
o bw — w + 3w 
wh ne Sau run = 0,99610 = 


1 


ein, so erhält man durch Auflösung der Gleichungsgruppe (F) die neuen 
Ordinaten 


A P , 
w; = 0,93325 —, Wm = 1,05900 Ca ; 
S, S, 
m éi H E 
Wr = iai A a Wr = 1,09861 5, ` 
w; = 1,043 80 = a w; = 1,10219 A 
5, 5, 


und schließlich als Mittelwert des Momentes über dem Stützpunkt im 
Bereiche 2. r, l, m, n 
z twr + 2w + w, Lage +p- wi t tum P 


; zu DR 
j- 9 1,062 63 Cé 


Die günstige Wirkung der Verbreiterung des Stützenkopfes tritt 
wieder in Erscheinung; unter Berücksichtigung der Druckverteilung 
ist das größte Moment über dem Stützenmittelpunkt 


M = S w, = 1,10219 P , 
während bei Außerachtlassung der wirklichen Stützfläche das Moment 
Mio = S wio = 1,18931 P 


in Rechnung zu stellen sein würde. 
Um nunmehr die Ordinaten ¢’ der elastischen Fläche zu bestimmen, 
e r 8 SEA Q e 
bringe ich auf das Gewebe mit der Maschenweite 2 = -~ die elastischen 


Gewichte w’. Die zugehörigen Gleichgewichtsgleichungen sind in der 
Gruppe (B) vereinigt. 

Sie lassen sich genau wie die w’-Gleichungen der Gruppe (A) durch 
drei voneinander unabhängige Gleichungssysteme mit je sechs drei- 
gliedrigen Gleichungen und je sechs Unbekannten ersetzen und ebenso 
rasch auflösen. Die Durchführung der Rechnung nach dem Vorbilde 
der Gleichungsgruppen (C), (D) und (E) ist verhältnismäßig sehr einfach 
und braucht daher nicht mit allen Einzelheiten erörtert zu werden. Sie 
liefert die folgenden Werte: 
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sn BEER ee DER, 4 = 300578 V> 
EE Ss Kg ven ES Se , Sr 7,67908 SS 

z% = 10,92625 AS , %3=W, 90318 Z , a = 10,88734 SS 7 
za = 13,406 87 Ss Z, 13,37060 SE SCH nn. ) 
zfs = 14,89739 Sc ETA de mm, 

e = 15,390 65- =: zí: = 15,37224 De int 


SC CES ës, Së 

Man erkennt wiederum, daß alle Punkte eines Längsschnittes fast 
genau die gleichen Durchbiegungen aufweisen und daß sich die Form- 
änderung der Decke außerordentlich gleichmäßig vollzieht. 

Da nur im Bereiche des Lastortes nennenswerte Unterschiede in 
den lotrechten Verschiebungen zu erwarten sind, so möge noch der 
Krümmungsverlauf in der Nähe des Stützpunktes näher untersucht 
werden. Ich schließe zu diesem Zwecke wie vorhin an die Knoten- 
punkte 7, 8, 11, 13, 14 des großmaschigen Gewebes ein kleines Gewebe 
mit der Maschenweite JJ = Š — $ an (Abb. 83a). Seine Ordinaten 


a 


müssen den folgenden Bestimmungsgleichungen genügen : 


4zi zi Zp — Zu E = W; K = S -wi < = (),93325 - es 
Im—- H — n MÉ = un EE = Tg = 1,05900 HS 
tz, — 2zi A — zZ = W, = = SÉ w, z = 0,972535 es 
42, — 22n — 2: — Zis — = = E = = 1,09861 Be 
id en v 
tze — (+2) — 2z = Wh Z = > -Wh < = 1,10219 BS, 
Führt man hierin die bereits ermittelten Größen 
zt = 10,92625 dc Si = 13,370 60 ER Z = 14,897 39- Ss 
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und die durch Interpolation gewonnenen Werte 


‚_34+% S 
za - IE = 10.920408. 
4 SS, 
` Zä j> 
za = = Lummen TI, 
4 Si Ss 
z = Im na L bmi — 12,2572 EE, 
4 ki Na 
H 62 — z% 3z P} 
d wm EE po 
4 ECH 
ein, so ergibt die Auflösung: 
PE DA 
zi = 12,271 10 <——, Za = 14,27790 ——— , 
Së a ee 
DA PP 
Zm = 14,26727 ——— , z = 13,40502 — — 
8 5,8, ee 
Pr eg 
z; = 12,27915 ef z = 13,39374 — . 
i Së eg: 
Die vorzügliche Übereinstimmung zwischen den beiden Werten 
Pi 
zio = 13; 40687 —— S; KA 
und ig 
13,40502 - 
TE 


ist ein erneuter Beweis für die Genauigkeit und Zuverlässigkeit des 
Rechnungsverfahrens. 
Aus der Gleichungsgruppe (G) lassen sich jetzt, indem P = 1 gesetzt 


wird, die Werte 
i DCH 
N 
errechnen. Sie sind mit den zugehörigen Momenten der reduzierten 
Biegungsspannungen S ` Go 
Sy =—N- ee 
CH 


in der nachstehenden Tafel 22 zusammengestellt. Um den Vergleich 
zu erleichtern, sind die Durchbiegungen A und die Momente M des 
stellvertretenden einfachen Balkens in der gleichen Tafel aufgenommen. 

Der Vergleich der zugehörigen Zahlenreihen zeigt bei den Durch- 
biegungen ô’ und 6’ Abweichungen von höchstens 0,6%, während sich 


D $ k 
die 
scheiden; EE ist hierbei, daß die Gurtstreifen 1—4—7—10 
—13 —16 die tieferen Senkungen Z" und die kleineren Momente s’, die 


%, voneinander unter- 
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Feldstreifen 3—6 —9—12—15—18 hingegen die geringeren Verschie- 
bungen ¢’ und die größeren Momente s’ aufweisen. 

Das Verhältnis EN 3.33333 

&.  3,35125 

erscheint als Maß der Wirksamkeit der Stützung außerordentlich günstig. 

Da aber bei statisch unbestimmten Tragwerken geringfügige Verände- 

rungen in der Lage der Stützpunkte einen merklichen Einfluß auf den 

Spannungszustand ausüben können, ist es notwendig, nicht allein die 

Wirkung der Auflagerkräfte Z = —1, sondern auch diejenige der ge- 
samten wirklichen Belastung in Betracht zu ziehen. 


= 0,99 


Tafel 22 


Die Durchbiegungen und Hauptspannungsmomente einer dreireihigen Platte 
mit der Stützenteilung Z,: l, =1:1 unter dem Einfluß der Kräfte Dua = +1. 


Abb. 83. 


1 7 | — 
Punkt | 1 4 7 10 | 13 | 16 |: Faktor 
| | | 


1 0,99278 | 1,92383 2,73156 3,35125 | 3,7243 | 3,847 66 hy. 
A | 0,98952 | 1,91667 | 2,71875 3,33333 | 3,70833 | 3,83333 |J F 


i 


2 | 0,24695 | 0,49326 | 0,75031 , 1,01193 | 0,99726 | 0,98652 | 1 

N | | | 

Fa | 0,25 0,50 0,5 |10 | 1,0 1,0 | ] 
| } | | T l 

Punkt | 3 | 6 9 | o | 15 i 18 | 


H 
| 


& | 0,99145 | 1,91977 E 2,72184 | 3,33630 3,71328 | 3,83954 | E 
SEET | | | 
3, || 0,25248 0,50503 | 0,75041 | 0,94995 Lungen | 1,01006 | 1 


a) Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung aller Felder. 


Werden alle Felder gleichmäßig mit g belastet und die Widerstände Z 
beseitigt, so entstehen in allen Punkten eines Längsschnittes M—M 
(Abb. 81) die gleichen Verschiebungen £, und die gleichen Biegungs- 
momente Soy: jeder Streifen PPQQ verhält sich wie ein einfacher, frei 
aufliegender Balken. Bezeichnet man mit Z=31=6a die Spann- 
weite dieses Balkens, so lassen sich seine Durchbiegungen ġ, und seine 
Momente Soy durch die bekannten Formeln 


; ZA 2 4 A y2 a 
Gu ar) Si cl ir), 


284 MN s N 2 oë Sl oi 
oi 4y? o 1 y? 


darstellen. 
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Für die Stützenflucht y = +a ist 
„ _4 ga: 
Sok = 3 N š 
Der Auflagerwiderstand der Pilzdecke hat also die Größe 
E weg Sor BR 44 a _ ga 
a 3 3,35125 œ 


Bei dem gewöhnlichen durch- 
laufenden Balken ist hingegen 
Ee — ZS ZU 1. 
A 3 3,33333 a2 
—44ga. 


Z = 


Diese beiden Werte wei- 
chen nur um etwa 0,5% von- 
einander ab. 

Die Gleichungen der end- 
gültigen Verschiebungen ¢ und 
Momente s, lauten nunmehr 

E = ¿s — 4,37647 gœ t, 

Sy = Soy — 4,37647 ga? sy. 

Nach diesen Formeln sind 
die Werte ¢, sy und auch die 
Momente s, der reduzierten 
Biegungsspannungen errechnet 
und neben den zugehörigen 
Größen des stellvertretenden 
durchlaufenden Balkens in 
die Reihe A der Tafel 23 auf- 
genommen worden. Um die 
Unterschiede zwischen der 
Pilzdecke und dem Balken 
besser zu veranschaulichen, 


Abb. 84. Spannungsbilder der Querstreifen 
gm einer gleichmäßig belasteten trägerlosen Decke 
M mit drei Felderreihen. 

2a 


sind die Momente s, und 
in Abb. 84 dargestellt. 
Der Vergleich läßt wieder die kleinere Durchbiegung und die stärkere 
Beanspruchung der Gurtstreifen erkennen: die Feldstreifen, welche im 
Gegensatz zu den Gurtstreifen in den inneren Drittelpunkten nicht 
unmittelbar aufgelagert sind, besitzen infolge ihrer nachgiebigen Stüt- 
zung eine geringere Steifigkeit und haben daher auch die kleineren 
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Tafel 23. 


Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer dreireihigen Platte mit 


der Stützenteilung 2 


Ba 


Abb. 83, S4 u. ST. 


S l; = 1:1 bei verschiedenen Belastungsfällen. 


Punkt | 1 | H 7 | 10 13 N 16 | Faktor da Abb, 
1 | 
— e A - — | 
u (| 0,071 D 0,079 2s| o 00768 —0,13680 —0, 01443 0,033 55) | | | 
fall j Sy 0.073 56| 0,08532, 0 0,02382 —0, 10717 0,00264 0,04563 | gË | 84 
A SIN | | ERALA is 
Ry 0,06875. 0,075 | 0,018 75 —0,1 —0,00625| 0,025 | | d 
= i SES Ke SP z EE E! la ii 
| | | 
| Sy 0,082 69 0,102 l4 0,05071 — 0,06840 — 0,05409|— 0,045 70| e 
> J5v | 0,08368 0,10516. 0,05829 —0,05359 — 0,04556 -0,03968 | | 2 || 
RB: | | - ply || 85a 
WM, . | | | AN 
Se? | 0,08125: 0,1 0,056 UM — 0,05 -0,05 | | 
ht BE | | | dl I 
Sy ‚—0,01106 — —0, 022 86. —0, 0,04304 — 0,06840 0,03966, 0,07930 | 
o J5» —0,01009 —0,01984—0,03546| 0,05359| 0,04819 0,08531 | wë | 85 
äi | MIO 
E —0,0125 '—0,025 |—0,0375 |—0,05 0,04375| 0,075 | | j! 
Punkt | 3 6 9 2 | a 18 Faktor | Abb. 
i | | | R 
Bea, ` 7 ee i i e S em va ME 
mee f s, | 0,06910 0,07706 0,03312 —0,02268 0,00847| 0,02913| eh au 

A 1% | 0,06751) 0,07244 0,02272|—0,039 35 —0,00352 0,01988 f gtu | 

Eë | i | j Woas 

p fS% | 0,08142, 0,10103| 0,06342 —0,01134 —0,04264—0,04794 |} ah ap, 
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N BIER una SE i em M er 
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Biegungsspannungen. Die Unterschiede zwischen den wirklichen 
Spannungsmomenten sy der beiden Streifen sind in den Endfeldern 
unerheblich, in den Mittelfeldern beträchtlicher; in den letzteren sind 
die Abweichungen zwischen den Momenten 5, der reduzierten Span- 
nungen bei den Gurt- und Feldstreifen ganz bedeutend. 

Trotz der fast gleichen Widerstände Z bestehen zwischen den Bie- 
gungsbeanspruchungen der Pilzdecke und des stellvertretenden durch- 
laufenden Balkens merkliche Unterschiede, welche vor allem in der 
Mitte der Innenfelder besonders in Erscheinung treten; die Durch- 
schnittswerte s, der Gurt- und Feldstreifen weichen jedoch nicht er- 
heblich von den Biegungsmomenten des Balkens ab. Da für die An- 
strengung und die Querschnittsbemessung der Platte diese Durchschnitts- 
werte und nicht die für die Mittellinien der Streifen gültigen Grenzwerte 
maßgebend sind, so ist hinsichtlich der gesamten Formänderungen und 
Spannungen eine fast vollständige Übereinstimmung zwischen Pilz- 
decke und durchlaufendem Träger zu erkennen. 


b) Der Einfluß einer ungleichmäßigen Belastung. 
Die ungünstigsten Beanspruchungen sind in den Querstreifen zu 
erwarten, wenn entweder die mittlere Felderreihe Z oder die beiden 
äußeren Reihen JZ allein belastet werden (Abb. 85 und 85a). Bei gleich- 


mäßiger Verteilung der Kräfte p läßt sich jeder dieser beiden Belastungs- 
zustände auf zwei Stufen aufbauen. e 
Stufe I: Innen- und Außenfelder tragen gleichzeitig die Last +3 : 


p 


SIES 


Stufe IT: die Innenfelder sind mit +, die Außenfelder mit F 
belastet. = 
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Um die Verschiebungen ¢ und Momente sy der ersten Stufe zu er- 
mitteln, braucht man nur in den vorhin errechneten Werten der Gruppe A 
der Tafel 23 g durch Z zu ersetzen. 


Bei der zweiten Belastungsstufe verhält sich jede Längsreihe wie 
eine unendlich ausgedehnte, an den Außenrändern A—A oder an den 


re P 3 p lc an 
Innenrändern K—K frei aufliegende, mit +5 gleichmäßig belastete 
dl 


Platte. Jeder Querstreifen wirkt hierbei wie ein einfacher Balken von 
der Spannweite 1 = 2a: für die zugehörigen Größen č und sy gelten 
die bekannten Formeln 


8 p 1 FR i , wi CS L . pat KA , y? Ha 
bet un Ar) rg ele a aa)» 


Pr 2 ar y? 
le) lim). 

Der Anfangspunkt der y-Achse ist hierbei in den Mittelpunkt jedes 
Feldes zu verlegen. Die Überlagerung der Durchbiegungen und Span- 
nungsmomente der beiden Laststufen liefert 
die in den Spalten B und C der Tafel 23 
zusammengestellten Zahlen. Der Vergleich 
mit den zugehörigen Größen ô und = des 
durchlaufenden Trägers zeigt von neuem 
eine recht gute Übereinstimmung sowohl 
in den Mittel- als in den Endfeldern. 

Besonders bemerkenswert ist der ver- 

j schiedene Verlauf der Momentenlinien in 

f } d 4 den Gurt- und Feldstreifen; während bei 

den ersteren die negativen Biegungsmo- 

T E mente ihren Größtwert unmittelbar über 

dem Stützenmittelpunkt erreichen, treten 

bei den zweiten die höchsten negativen 

m cn nn e Biegungsmomente außerhalb der Stützen- 

Abb, 86, flucht auf, sie sind aber weit kleiner als bei 

den Gurtstreifen. In dieser Verringerung ist 

wieder der Einfluß der elastischen Nachgiebigkeit der Auflagerung der 
Feldstreifen zu erkennen. 

Um nunmehr auch die größten Biegungsmomente in der Längs- 
richtung zu bestimmen, ist der Einfluß einer wechselweisen Belastung 
der Querreihen, wie sie in Abb. 86 veranschaulicht ist, in Betracht zu 
ziehen. Dieser Belastungszustand läßt sich auch in zwei Stufen zer- 
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legen, indem zunächst alle Felder mit £ und sodann die Querreihen 


£ beansprucht werden. 


abwechselnd mit + £ und mit — 


E) 


Die Verschiebungen ¢ und Momente s, der ersten Stufe sind bereits 
bekannt. Bei der zweiten verhält sich jede Querreihe abed wie eine 
an den Außenrändern ab, cd und den Innenrändern ac, bd frei auf- 


D H ) D D 
liegende, mit + 2. gleichmäßig belastete Platte von der Länge L= 6b 


= DO und der Breite B = 2 a. Für dieses Seitenverhältnis B:L=1:3 


-004552 pl? 


/ 


Deg 
S N 
Ki 
E 


Schmitt J-J 
" H-H =~ 


Abb. 87. Spannungsbilder der Längsstreifen einer trägeriosen Decke mit drei 
Felderreihen bei wechselweiser Belastung. 


sind die Spannungen und Durchbiegungen im Abschnitt III, $ 9 er- 
rechnet: und in Tafel 5 zusammengestellt worden; man braucht nur 


a gl t an Stelle von p zu setzen, um die Werte für die vorliegende Be- 
Á 


lastung zu erhalten. Die Zusammensetzung der Werte der beiden Last- 
stufen liefert die in der Tafel 23 eingetragenen Zahlen. 

Die 5, Linien der drei Längsschnitte J—J, K—K, L—L sind in 
Abb. 87 dargestellt. Die größten positiven Biegungsmomente treten 
im Gurtstreifen K—K auf; der benachbarte Feldstreifen L—L der 
mittleren Reihe weist fast die gleichen Momente s, auf, während die 
Feldstreifen J—J der äußeren Reihen, durch die angrenzenden Ränder 
ab, cd wesentlich entlastet, erheblich geringere Momente aufzunehmen 
haben. Die Beanspruchungen bleiben aber merklich hinter dem Durch- 

Marcus, Platten. 18 
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2 2 

> = Ge Ns S — 0,333 pa? des stellvertretenden durch- 
laufenden Balkens zurück. Diese Abweichung ist auf den Umstand 
zurückzuführen, daß die Ausdehnung der Platte in der Querrichtung 
beschränkt, in der Längsrichtung hingegen unbegrenzt ist: die Platte 
ist daher in der Querrichtung steifer als in der Längsrichtung, und dem- 
gemäß ist auch die Biegungsbeanspruchung in den Längsstreifen be- 
trächtlich geringer als in den Querstreifen. Bei Decken, deren Umfang 
in beiden Richtungen begrenzt ist, wird also die Spannungsverteilung 
nicht allein durch das Verhältnis der Stützenabstände in jedem Felde, 
sondern auch durch das Verhältnis der Felderanzahl in der Längs- und 
in der Querrichtung beeinflußt. 

Die Bedeutung dieses Einflusses wird noch in $ 33 und $ 34 unter- 
sucht werden. Vorerst ist es aber notwendig, die Frage zu prüfen, ob 
die Vergrößerung des Säulenabstandes in einer Richtung eine merk- 
liche Verringerung der Wirksamkeit der Stützung zur Folge haben kann. 


schnittswert 


2. Untersuchung einer dreireihigen Platte mit 
der Stützenteilung .:,=3:2. 
Ich wähle als zweite Beispiel eine dreireihige Platte mit den Stützen- 
abständen l. = 2a = 61, L = 2b ss Ai. 
Das zugehörige Gewebe ist in Abb. 88 dargestellt. Es sei zunächst nur 
in den Knotenpunkten (13) mit den Kräften Z = —1 belastet. Die 


S 

®© 

u 

} 

k 

Ke | 

N 3 

N 4 

SN L 
l i 
I I 1 
e— Za-ba —e al amab A 
Abb. SS. 


Gleichgewichtsgleichungen für diesen Belastungszustand lauten unter 
Berücksichtigung der Symmetriebedingungen: 


A paani n mm mern. 


Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke, 


Aan — 2w, — u cs D 
da 2m — u =0 

- wi t 4w, — w, — w, = 0 
— wi be dn Wu =O) 


- w tiw, — 2w — Mé =0 
— wi +4w — 2w — we = 0 


(4 
w — wg Htw, — wt — Min se 0 
w, — wg +4wW — wg —wi=0 


— w +4w — 2 Wa uw, = 0 
— u Las, — 2wa — u, = 0 
ws — wg +4&wo— wi — wuy = 0 


w — "ës Lui un w= 0 
ww, + 4wa — 2wa — wr = 2 =+ 
Si Sı 
— Waet tun, — 2u, — wy = 0 
nu — Wst tun Wis — Ws = 0 
Wwa — Wst tu, — Wwa — Wg = 0 
— Wig t tur — Wis — wa = 0 
— wm + Lu — 2 Wi — Wwy = 
wai — wrt 4tws— Wa— Ww» = 0 
W — Wat twa — Wie — Wsz = 0 
— 2 w + twa — 2 wh = 0 
— 2wa + Ewy — 2 ws =0 
Zut, — wat twh — Ws = 0 
—2 wg — Wyt Auge — We =0. 


HI 
dai 2 -%4 =w e 
5, 
HI 
Aal — aA — Z am AR, gz 
il vi Zs 4 
Sa 
2 
H r , T 
— 41 +42 —- 3-3 =W S 
2 
D t 7 ZC 
— 1 +43 — 2-3 =w 
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SEET 


— 2 +43 — 2z — z: 


r r z SS BETTER 
Z — SS téz ëss w -y 


— Z% +4% — 20 — zi = w$ 


— 2 + 4z — 22, — Zu = Mia 


2 

r H 1 2 H 7 X 
Se — Z% + äu Suz Za = Wor 
2 

32 

A HM € z 2 r e 
z — Ze + 4zi — 1-25 = Wi e 


— 3 +4, — Bän žr = W -5 


4 A d 
— Ze + Aë — 225 — Sau = Wie 


r 
Zo— Z + Aën 215 — Zis = Wa e 
Z "e Lé 
zu Zet Aas m — Zio = Whi- 
Hu EN 
— tt 2 — z4 = Wir -5 


i zis + Ezy Se 2 Zin — 2y = Wio E 


ef s H 
Zu tt Zu am fils 
So 
e 22 
an Sinz 4z — As — Sin = Wio — 
So 
22 
22, +42 — 22 = Wh -z 
Ro 
32 
— Bai +42, — 2% Ben Be 


—2 zs — Za +H 4 Se = Wh —— 
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Ich bilde vier Gruppen von Hilfsgrößen Um, Um, Vm, Vn, welche 
den folgenden Bestimmungsgleichungen genügen: 


U, = 4 (w 2w, +2 + wi w =U, +2U +27, dp 
U, =pli — w g) fug Di Pn 
Fi =la t w- w-w) w a U = U= +9 
Vi =4(w — 2w, 42w, — w wi =U, +20 —2F, -Ti 
U, = blw Za +2 Hug) (ws =U; +20; +27; +7: 
Selm u — w tw) jw =U; — U + PP 
Vs =pl + w- wt) lee %- T HT 
D = (w — 2w, + 2w; — ur) w = Us +20 -21, —H 
Us = CH + wio + 2wi + wi) n% = Ug +20, +2, +75 
o =$ (w — Wwo— wit wi) in zc Du — Us + Fo Fs 
Vo = kb (w + wo— Wu — wi) wi = Ua — seg neh 
n = L (w — 2wa + 2 wi — wis) we =U, +20 27, — F; 


2 Ub +2 Vg + Fi 

wiu = Ug — A + Pa} A 
vr r ` 7 

wis = Us — s — Fist Fis 


wis = Us +2 Ub — 2 Fe — Vi 


Wia Zut: + 2 wi + wo) 
Wis — Wa— Wis + wie) 
sH au Wis Miel 
s Zut, + 2 wis — Miel 


— 
Pe 
I 
aa a Ges Girl 


f ) 
Kl 
d + 


i S 
; 


Uu = E (wir + 2wis + 2 Wio + Wh) wr = Urn +2 = +2f;+ d 
Le zs (wr — ws Wit Wo) wis = Un — nt Fr-Fr 
Tu = b(W t Ws— Wi — ww) Wi = Ur — Si — Fat 
(e = dr (wir — 2 Wis + 2 wi — w) ww = Un + Ukr—2Vn— Vi 
Ux = + (wa + 2w + 2w + Wwa) wa = Ua +2 Un +2 Va + 
Un =p (wa — ia — Wat Wwa) wz=Ua— Uat Fa— Fa 
Fa =b (wa + wa— Wwa — Wwa) ws = Ua — Uan— Vat Va 
Vi = 4 (wa — Bug + 2 wn — wa) Wa = Ua + 2 Ua — 2 Fa — Ka, 


Ich führe diese Größen in die Gleichungen des elastischen Gewebes 
und erhalte nunmehr: 


$ +20, — U; = 
— +3 — Üm ő 
bes U; +20, — U,=0 


( +50 D cO 

y7 z Ty v 1 
— U, +20, —- Ur =+- 5, 8 Ob +5 Un tag 

(= 


+ 5U; — Ug = 
U; +50, — Ur =0 


Us +2 Un — Ua = 0 U, + 5 Uh} — Uh = 0 
—2 Un + 2 Ua = 0 -2 Ui; + 5 Uz = 0 
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( pern- h= en -m =0 

- ı, +3, — Pn =0 — 1 +69 Da = 0 

— Vs +3 Fat — V; +67, - Dia =0 

E ae - V + Tot gg 
Fa +3 Fr — Fass H — Vo + 611 — Ri ss 0 

t—2 Vr + 3 Fa = 0 27.67 NE 


An Stelle der ursprünglichen partiellen Differenzengleichungen sind 
wiederum vier voneinander unabhängige Gruppen totaler Differenzen- 
gleichungen von einfachster Gesetzmäßigkeit gewonnen worden. Ihre 
Auflösung liefert die Werte: 


U, = 0,166667 = M = Siw, = 0,174692 
»1 
H = 0,000317 5 M, = S w, = 0,169828 ar 
€ g T = 0,166667 , 
V, = 0,003623 N Mi = Siw, = 0,162872 S 
1 
1 
D = 0,00145 CH Mi = S wi = 0,159910 
1 
U, = 0,383333 I Mi = S w4 = 0,359106 
1 
1 
U; = 0,001584 CN Mi; = S w, = 0,341751 ap 
! d 7 2 = 0,333333 , 
V; = 0,010869 H M; = S, wi = 0,321747 s 
1 
1 
V4 = 0,000867 A M; = S wh = 0,313896 
ı 
l 
U, = 0,500000 5 Mi, = S wi = 0,578239 
1 
l 
U, = 0,007605 5 Mo = S, wi, = 0,516321 ap 
i “a ! — = (0,500000 , 
V, = 0,028985 y Mi, = S, w = 0,468469 j 
1 
ZE l + 
4 = 0,005059 m Mia = S, wi: = 0,452181 
, 1 \ 5 
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e Sa 2 
Un = 0,666667 — Mis = S, wi, = 0,921207 
àl 
fr anaana L 5 
Ui, = 0,036439 D Mi = S, wi = 0,676827 on 
f l i ZE = 0,666667. 
F,» = 0,076087 = Mi; = S, wi, = 0,583629 %4 
ed 
V? = ( Ü DAS 488 l ’ CH r xxm o 
13 = 0,029488 S His = 8, wi; = 0,557883 
1 
N CARAN l j i F 
Uz = 0.666667 x Mi; = S, wi = 0,752931 
Ze? 
= 0.007921 | A et TE 
1: =UWIIS D Mis = Si Wis = 0.686151 9 v- 
, 7 — = 0,666667 . 
Vi = 0,032609 S Mis = S, wi, = 0.631341 ä 
, l 
Ví: = 0,005204 X Ma = Si Uha = 0,612057 
WÉI i 
ee 
U», = 0,666667 o Ma = S wh = 0,718218 
Em 
p SE e 
Ui = 0,003 169 Gi Mh = S, w = 0,683502 om 
E van e 
TE T = 0,666667 . 
Fa = 0,021739 D May = S, wa = 0,643494 5 
1 
1 
F = 0,001735 R M, = S, ws, = 0,627792 
1 
In der vorstehenden Aufstellung sind auch die Momente T des 
t 


stellvertretenden Balkens als Durchschnittswerte für jede Zeile angegeben. 

Der Vergleich der zur gleichen Zeile gehörigen Zahlen zeigt, daß 
die Momente der Mittellinie 1—5—9—13—17—21 des Gurtstreifens 
größer, die Momente der Mittellinie 4—8 —12 —16—20—24 des Feld- 
streifens hingegen kleiner als die Balkenmomente sind: die stärksten 
Abweichungen treten in der unmittelbaren Nähe des Lastortes (Punkt 13) 
auf und nehmen mit wachsender Entfernung von diesem Orte merklich 
ab. Während bei der Platte mit der Stützenteilung ly : l, = 1 : 1 die 
Unterschiede kaum mehr als 1% betrugen, schwanken sie bei dem Ver- 
hältnis 3 : 2 zwischen 4% und 38%; die Gleichmäßigkeit der Spannungs- 
verteilung ist also nur noch in geringerem Maße vorhanden. 

Um die Gestalt der Momentenfläche in der unmittelbaren Umgebung 
des Lastortes zu bestimmen, schließe ich wie vorhin an die Knoten- 


280 Die Berechnung trägerloser Decken. 

punkte 9, 10, 14, 17, 18 des großen Gewebes ein kleineres Gewebe mit 
a: A e 

der Maschenweite 4 = — an und verteile den Widerstand Z = —1 


E) 


gleichmäßig auf die Knotenpunkte i, k, l, m, n, r. Die Berechnung 
der Ordinaten dieses zweiten Gewebes liefert für die Momente M’ der 


Lë 19 J 
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Abb. 88a. Abb. 88b. 


einzelnen Knotenpunkte die in Abb. 88a eingetragenen Zahlen. Als 


Durchschnittswert im Bereiche des Stützenkopfes erhält man 


Mi, = S, wh = 0,794787 . 


Führt man die Größen a in die rechte Seite der eingangs aufgestellten 
z- Gleichungen ein und löst man die letzteren in derselben Weise wie die 
w’-Gleichungen auf, so gewinnt man schließlich die Werte 


12 
4 =e 2 5 E — 
d = 26 Sl, 
142 
a = 2,651434 — = 
SCH = 2,645597 s3 , 
A =)» d 2 H d Bun 
z% = 2,639286 SS 
122 
Z = 2, 3 37 ne, 
Zi 6336 Less 
142 
u, 26 ZE 
z 156326 55, 
DEE 142 
z4 = 5,138150 y 
EICH z 14? 
Ze f % - 5.124527 Ze: 
£ = 5,109168 —— Se 
1S 
% = 5,096202 1 
2192 
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142 
z = 7331424 
Së 
sl wm 7,293921 1 
gie E 7,270124 X 
DÉI Oa = 1,21 
Z= 72412817 Sı So 
5,8, 
142 
zí = 7,218906 
l 5,8, 
142 
Su = 9,00328 mn 
i TE 
Z= 8,948516 1. , 
S,8, e SC? 14% 
3 142 4 TL =e 8,915 121 SS, e 
z = 8,874668 ——— Es 
| S Së 
142 
z = 8,844676 
i SS 
= 9,9898 
ar g oS 
122 
zis = 9,945359 —- 
8 NEE , m iF 
12 dis = 9,915721 S 
’ = 9,880569 — "ie 
Zio 9,8805 SS 
Z = 9,852576 1X 
cl „892 58, 
2, = 10,312652 1X 
21 Ss Eé 
2 
£ = 10,276301 Sa 
d 1 H di = 10,249054 Ex 
Sie = 10,2 Lë 
Z, = 10,218333 - SS 


12 
4 = 2402 | 
z, = 10,19240 SS 


= 


Die Gegenüberstellung zeigt, daß die zum gleichen Längsschnitt 
gehörigen Punkte der elastischen Platte die gleichen Durchbiegungen 
wie der stellvertretende Balken erfahren; die Abweichungen zwischen 
den Größen z und ô betragen durchweg weniger als 1%. Trotz der 
merklichen Unterschiede in der Spannungsverteilung und trotz des 
verhältnismäßig großen Stützenabstandes ist die elastische Fläche 


282 Die Berechnung trägerloser Decken. 


beinahe ebenso gleichmäßig gewölbt, als ob statt einer Auflagerung in 
einzelnen Punkten eine stetige Stützung längs einer Linie vorhanden wäre. 

Die genauere Untersuchung der Durchbiegung in nächster Nähe des 
Lastortes mit Hilfe des engmaschigen Gewebes liefert für die Ordinaten 
der Knotenpunkte i, k, l, m, n die in Abb. 88b eingetragenen Zahlen. 
Für den Stützenmittelpunkt ergibt sich insbesondere 


ja 
e , = 9.00 379 D 
u 1693 - 


Das Maß der Wirksamkeit der Stützung 
A d ze.) 
ða „ S915721 _ „og 
9.001693 


ist wiederum als sehr günstig zu bezeichnen. 

Es möge jetzt der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung aller Felder 
untersucht werden. 

Schaltet man zunächst die Stützenwiderstände Z aus, so läßt sich die 
Gestalt der elastischen Fläche unmittelbar aus der Gleichung 


e E go (s ae, 1 däi 
sm e vs" eg 


bestimmen. Die in der Stützenflucht liegenden Punkte (13) erfahren 
hierbei die Verschiebung 
® 5 44 gb? "doc 
Cor = Or = Sae = ee 
aa WE ER 
Mithin ist 
og 2. 704 
E wm EU = 26,06917 g}? = 6,51729 gb?. 
Z 3-9,001693 SE 
Der Stützendruck des stellvertretenden Balkens mit der Breite I, = 3 b 
ist bekanntlich 
Z= $ t glely am 1 a VW 6 gb? = 6,6 gb? à 


Die Auflagerwiderstände der Pilzdecke wid des durchlaufenden Trägers 
unterscheiden sich also um kaum mehr als 1%. 

Um festzustellen, ob die Biegungsbeanspruchungen im gleichen 
Maße übereinstimmen, habe ich für die Mittellinien der Gurt- und 
Feldstreifen die Momente der wirklichen und der reduzierten Normal- 
spannungen ermittelt und neben den entsprechenden Werten des 
durchgehenden Balkens in der Gruppe A der Tafel 24 zusammengestellt. 
In den Gruppen B und C dieser Tafel sind auch für die wechselweise 
Belastung ganzer Felderreihen die Werte der Momente angegeben. 

Die Berechnung ist in derselben Weise wie im letzten Beispiel durch- 
geführt worden und braucht daher nicht näher erörtert zu werden. 


Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke. KEE 


Tafel 24. 
Die Durchbiegungen und Spannungsmomente einer dreireihigen Platte mit 
der Stützenteilung l 1, = 3:2 bei verschiedenen Belastungsfällen. 


Abb. SS. 


= eg 
Punkt. 1 5 9 12 E 2l Faktor. Abb. 
E 


S ~ — e 


EIER j 0,08195 0,09912 0,0281 0,14986 0,0121] 0,07325 
be | 0,07517| 0,08136 —0,01285 —0,21272|—0,03143 0,03771 | 


A M I | E gl Er 
5% 0,06875 0,075 | 0,01875 04 —0.00625! 0,025 | 
wi Pe CERS jaaamme aanihin FREE nn D 
(a, 1 0,08785 0.11206 0,05878 —0,07493 —0,04082 —0,087 
a | 0,08446 0,10318) 0,04045 —0,10636 —0.06259 —0,04364 | „7: sz, 
B * At i | f pi 55a 
Ei 0,0815 0,1 | 0,05625 —0,05 —0,05 —0,05 HN 
B LA 00590 —0,01294 —0,03497 | 1-0.07493 0,032 93| 0,09913 
L s, —0,00929 —0,02182|—-0,05330 —0,10636 0,03116| 0,08136 be 
C M, | | | pl 85 
| ze —0.0125 —0,025 |-0,0375 0.1 0,04375! 0,075 | 
Fe | | 
Punkt ` 4 | S | 12 16 Í 20 SA Faktor | Abb. 
la. ir Ver SE RT EE S SSC SCH 
zc fs, 0,06491 0,07131 0,03408 —0,0067 0,00524 0,01763 iR e 
A La | 0,07040 0,08399| 0,05596 0.02261: 0,03261 0,04298 f I" 
Jl 2 a a Fe E L ein gengen WT SS = 
EI | 0,07933 Tr 0,06392. —0,00335 —0,04425 —0,05369 | „7: gza 
ls | 0,08207 0,10449 0,07485 0,01130 —0,03057 —0,04101 f P% 
I E, SE SES MERS d ES 
i 
a J5, —0,01442 —0,02684 —0,02983 —0,00335 0,04950 0,08131 eh a 
ls, —0,01168 —0,02051 —0,01890 0,01130 0,06318 0,08399 J P% 
Punkt 5 s 13 ies | a 24 Faktor | Abb. 
zu L _0,02632 0,01878 —0,09313 0,04344 —0,05265 0,03755 ) | 
fall k P 1-0, 01311 002829 -0,11311 0.04254 —0,04288 0,03991 | p| _ 
TS A 
Ke 0,1 0,04167 —0.1 0,04167 A4 0,04167 | 
ett, S A —e 
sl — | 0,0858 — | 0,0636 | — | 0,0657 | ! 
p lel — | oom = 0,0669 — oe) l pe. o 
Ei — | o0os33 | — | 00833; — | 00833 | | 
2b GEN (ROSEN. Er eet UE 
z | — L-0801 —  —0,0201 — | 
u | 97 | 
E | s| — 0062 — 0043 — —0,0272 [l pe] e 
Ei _ 1.007 | — L-0019 —  |-0,0417 d 
o | ! 
2 | | 
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Der Vergleich zwischen Platte und Balken führt zu folgenden Er- 
gebnissen: 

Die Momente s, der wirklichen Biegungsspannungen der Mittel- 
linien der Gurt- und Feldstreifen unterscheiden sich, wenn man 
von.den Beanspruchungen in der Stützenflucht absieht, bei der 
wechselweisen Belastung der Längsreihen verhältnismäßig wenig von- 
einander; ihr Mittelwert stimmt auch gut mit dem zugehörigen Wert 
> des stellvertretenden Balkens überein. 

` Die reduzierten Spannungsmomente s, der Gurt- und Feldstreifen 
weichen eher voneinander ab, ihr Durchschnittswert deckt sich aber 
auch nahezu mit der Größe 2e, 
y 

Auf die Gurtstreifen entfallen wieder die höchsten positiven und 
negativen Werte $, und auch die größten negativen Momente sy, wäh- 
rend die größten positiven s, von den Feldstreifen aufgenommen werden 
müssen. 

Bei voller Belastung aller Felder treten die Unterschiede zwischen 
den reduzierten Spannungsmomenten der beiden Streifen wie auch 
die Abweichungen ihres Durchschnittswertes von dem entsprechenden 
Moment = , vor allem in den Mittelfeldern stärker in Erscheinung. 

Cé 
Da die fraglichen Werte s, verhältnismäßig gering sind und da ohnehin 
die wechselweise und nicht die ständige Belastung für die Anstrengung 
der Decken maßgebend ist, so haben diese Abweichungen für die Quer- 
schnittsbemessung Nur untergeordnete Bedeutung. 

Eine Gegenüberstellung der für die Stützenteilung I, : l, = 3 : 2 er- 
rechneten Werte mit den für das Verhältnis 1 : 1 in Tafel 23 angegebenen 
Zahlen läßt den Einfluß des Stützenabstandes insofern erkennen, als 
die Unterschiede zwischen den Beanspruchungen der Gurt- und Feld- 
streifen mit wachsender Feldbreite zunehmen. Beachtenswert ist ins- 
besondere, daß bei quadratischer Stützenteilung die höchsten positiven 
und negativen Biegungsmomente in den Gurtstreifen entstehen, wäh- 
rend bei dem Teilungsverhältnis l, : ly = 3 : 2 die größten positiven 
Werte s, auf die Feld-, die größten negativen Momente auf die Gurt- 
streifen entfallen. 

Um auch die ungünstigste Beanspruchung der Platte in der Längs- 
richtung zu verfolgen, habe ich schließlich den Einfluß der wechsel- 
weisen Belastung der Querreihen, wie sie durch Abb. 86 veranschaulicht 
wird, untersucht. Die Zerlegung der Belastung läßt sich in ähnlicher 
Weise wie bei dem vorhin behandelten Beispiel mit der Stützenteilung 
l, :l, = 1 :1 durchführen; hierbei sind die Ordinaten der elastischen 
Fläche bei der zweiten Belastungsstufe für jede Querreihe die gleichen 
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wie bei der ringsum frei aufliegenden Platte mit dem Längenverhältnis 
B:L=1,:31l,=1:2 und können daher aus der Tafel 4 entnommen 
werden. 

Die Ergebnisse der Berechnung sind in den Gruppen D und E der 
Tafel 24 zusammengestellt. Es zeigt sich wieder, daß die Beanspruchung 
der Feldstreifen in den Randfeldern merklich hinter derjenigen der 
Gurt- und der Feldstreifen der Innenfelder zurückbleibt; beachtenswert 
ist insbesondere, daß die größten Spannungsmomente sy und $, nicht 

H 
unerheblich kleiner als die entsprechenden Werte Ce des stellvertreten- 
U 
den Balkens sind. Die Verringerung der Biegungsspannungen tritt noch 
mehr als bei der Decke mit der Stützenteilung l, : l, = 1 :1 in Er- 
scheinung, weil durch die Vergrößerung des Säulenabstandes die Steifig- 
keit der unendlich ausgedehnten Längsstreifen erst recht kleiner ge- 
worden ist als diejenige der Querstreifen, welche in ihrer Ausdehnung 
begrenzt sind und in kürzeren Entfernungen von Stützen getragen wer- 
den. Durch den Vergleich der beiden Grenzwerte 
Szmax = 0,0671 plz = 0,15097 pl, , 
Syma = 0,11206 pl, = 0,0498 pliz 
erkennt man, daß, obgleich die Querstreifen verhältnismäßig stärker 
beansprucht werden als die Längsstreifen, die in den letzteren auftreten- 
den Spannungen für die Querschnittsbemessung ausschlaggebend sind: 
da der Unterschied in der absoluten Größe dieser Grenzwerte nicht un- 
bedeutend ist, so läßt sich nicht die Festigkeit des Baustoffes in der 
Längs- und in der Querrichtung im gleichen Maße ausnutzen. Um eine 
günstigere Spannungsverteilung zu erzielen, ist es daher notwendig, 
ungleiche Stützenabstände zu vermeiden und wenn irgendwie möglich 
die Deckenfläche in quadratische Felder zu teilen. 
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Die in Abb. 89 im Grundriß dargestellte Platte ist sowohl in der 
Längs- als auch in der Querrichtung unbegrenzt und besteht aus un- 
endlich vielen gleichartigen Feldern. 

Die Ermittlung der größten Beanspruchungen eines Feldes ist die 
Aufgabe der vorliegenden Untersuchung. 


1. Der Einfluß einer gleichmäßigen Belastung 
aller Felder. 


Ich setze zunächst voraus, daß alle Felder die gleiche Belastung 
tragen und daß diese Belastung symmetrisch in bezug auf das x-y-Achsen- 
kreuz verteilt ist. 
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Betrachtet man vier benachbarte Felder /, II, III, IV, so erscheinen 
die Randlinien AB, AD der einzelnen Felder als Mittellinien der vier- 
feldrigen Gruppe und stellen ebenso wie die Mittellinien J—L, M—N 
des einzelnen Feldes Symme- 
trieachsen dar. 

DieSymmetriebedingungen 
einer Gruppe 


x 
=0, für v = +4, 


SE = |) 

ĉy 
(ol 
ĉy\ l ` für y = +b 
= S Be 
le) 


Abb. 89. 


sind also zugleich die Randbedingungen des Feldes ABCD. 
Es ist leicht einzusehen, daß, wenn sie erfüllt werden, auch die wei- 
teren Bedingungen 


-— g=0! für e= +a, 


tys = 0 
Abb. 90. V, = 0 


befriedigt sein müssen. Es treten daher längs der Randlinien weder 
wagerechte noch lotrechte Schubspannungen auf. 
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Überträgt man diese Beziehungen auf das stellvertretende Gewebe, 
so erkennt man, daß je zwei zu einer Randlinie 4 B symmetrisch liegende 
Knotenpunkte die gleichen Werte M und [, also auch die gleichen 
Ordinaten w und z aufweisen müssen. 


a) Untersuchung eines quadratischen Mittelfeldes. 
Ich wähle als Beispiel ein quadratisches Mittelfeld und überspanne 
ga ER O s 
es mit einem Gewebe, dessen Maschenweite } = Se ist. Die Ordnungs- 


ziffern seiner Knotenpunkte sind in der Abb. 90 im Einklang mit den 
vorstehenden Symmetriebedingungen verteilt. 

Ist g die Belastung der Flächeneinheit, so haben die Knotenpunkte 
die Lasten @ = g 4? aufzunehmen. An den Stützpunkten 1 treten außer- 
dem die aufwärts gerichteten Auflagerkräfte 


auf. A = —g (2a)? = —64 g}? 


Die Gleichgewichtsgleichungen der Knotenpunkte lauten!): 


1 ; o J4 
| dw, = EH = o (G+ 4) = | 
LA 1 D 1 
Cé EE 
4w — 4w = + li 
| 15 14 S, 
Tl. 
— w, T4w — w; — 2w; = + 1. 
7 Ai 
Sé 
ER a 
| — Wgt dw — Wi 2 = Ta EC 
er 
gi 
| — Ww, +4w —w, — 2u, = + 1 SC 
Ki 
g% 
— Wut äis U — 2w = + 1 "e 
Di 
H g4 
— w +4w — w; — 2w; = + 17 
3 5 S, 
4 2 ie 
— U. ww — W; — Iw; = + =- 
12 + 9 5 s ! Ei N (I) 


1) Der Aufbau der Gleichungen und die Reihenfolge der Unbekannten lassen 
sofort erkennen, daß die Größen w, und Wyss %, und Aas, Wy und Wija, W4 und W9, 
Ws und Wig, W und %,, immer paarweise auftreten und einander zugeordnet sind; 
führt man die jeweilige Summe oder Differenz dieser Größen als Unbekannte ein, 
so zerfällt das Gleichungssystem I in zwei voneinander unabhängige Gruppen mit 
9 bzw. 6 Unbekannten. Die Spaltung des ursprünglichen und die Auflösung der 
neuen Gleichungssysteme bieten keine Schwierigkeiten und brauchen daher nicht 
näher erläutert zu werden. 
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g% 
—2w, + 4w; — 2w = +1 e 

=] 

H 
— Zä +4w, — 2 Me eck LE 

Kéi 

Sé 

e e d 
| —2 wa + twg— 2% = LI "e 
g}? 
0 — Wg Hw, — Wg — ua t1 "e 
g4? 

—Ug— Ugt tun u — ness tl 5 
1 

g% 
-u — Ww, + 4w — W — Wun rl 
1 

RE , gi 

—2w, + äne — 2w =+1 5 

1 


Eine eindeutige Lösung dieser Gleichungen ist vorerst insofern nicht 
möglich, als sie auch dann erfüllt bleiben, wenn alle Unbekannten um 
den gleichen Betrag w, vergrößert oder verkleinert werden. 

Man kann also eine Unbekannte willkürlich bestimmen, die Werte 
der übrigen folgen dann zwangläufig aus dem Gleichungssystem. Wird 
beispielsweise w, = X gesetzt, so liefert die Auflösung der Gleichungs- 
gruppe I der Reihe nach: 


w, =X 
g}? > g% 
Een nein. 
SE gar a rin AS 
w, = X + 31 T Te w, = X + 33587 5, 1428 
A9 42 
w, = X + 35883 Re wg == X -+ 36628- S Les 
Ee, g gÈ d == X té N 
Kee w = X + 37611 e Les 
m 
w, = X + 36152- GE wa = X + 39148 FIR 
` 42 ke 
w, = X + 38003 See Wi, = X + 39579 zs 
S gi e 
wW, = X + 38656 — w = X + 399 
Ws -+ 5 S 158 Wig X + 39936 D Les 
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Für das zweite Gewebe gelten nunmehr die Bedingungen 


42, — 4z =w A Tet 
1 Kë S, 
dar da an Furtı 99 E 
15 14 Wi; S3 S. + 39936 1428 S, S, 
— 4 Hia — 2 — Hä we d, mu r22 Bu u 
dene a B Kgl a TT 
~ Zy + tzuyu — —2 = Er E 
25 d Z2 Z Zig = Wi ES ww ER TEN EE S, S, 
2 Da D 2 
— Sa +4z — z Aue E oa 
2 3 4 L ws Kë S Sa BS 1428 S, ER 
2 72 Ai 
S Ati Zy Znrmee Ze +38656 UREA 
2 Le y 
~ 3 +4, — Ss 1 mm, url 5E zf 
S; S 1428 5, 8, Kä 
T. D 
~ Zegt 4z — z% — 2z% = gran "k 
| 1 9 degen a a e 
— 2z 4z, — 2z = w; im + 
4 + 5 9 His S, Ge TE, 
SE 
— 22, +4, —2z, = We ; sn C 
22 42 
— 22, +423 — 22ı ke? WÄER = X y + 39148 2255 USET, Sa 
2 2 
2 12 g | 
zën — 2 z — Se — =w, y =X + 33587 K 
3 e -H 7 8 210 uw, ER Sa 18 WEE? 1428 8, 8, 
Hi H A8 
2920 Zu t+421— Se — eh KR mW Au I: 18 
2 2 2 
H A D 
"är Stäer an mem ris 430228 e Sz 
2 2 2 
l 22 Z age fA 
~ 22, dën — 22n = Tee Br ar TTA 
o 2 ii mt. 


In diesen Gleichungen ist einerseits neben den Ordinaten z auch die 
Größe X unbekannt, andererseits ist für die unverschieblichen Stütz- 
punkte (1) der Wert z1 = 0 von vornherein gegeben. Die fünfzehn 
Gleichungen reichen also gerade aus, um außer den vierzehn übrigen 
2-Werten die Unbekannte X eindeutig zu bestimmen. 

Marcus, Platten. 19 
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Das Gleichungssystem II wird durch die Größen 


X = —34614,5 We? 
Le, DS = 0 ap? = 
d DUR 2, = 24714758 5 ien 0,02367 = 
IR. = Aa 2, = 54697712 = e e = 0,05239 s 
Ae a 2, = 16371681 EI Ge = 0,07315 g 
t -ih o = 4 2686084 - yip gja = 008071 s 
= un ze = 39393008 = a e ae = 008773 = 
= a z = 62951 2815 7 =m = 0,06029 d 
bes D zg = 81448784 EI 7. A = 0,07801 a 
E — a 2. = TEE > Les as = 908487 = 
" = D Su 79200160 > ws = 0,07586 d 
JE zm D = 93253489 SÉ ze = 0,08932 = 
I = an gg zm 987179364 : a = 0,09455 Se 
bass an zı = 103969520 = vo = 0,09958 = 
im u 2. = 108 GIE Fr sr = 0,10364 Se 
= u 21; = 112011264 E) hr = 0,10728 2 


befriedigt. 

Mit Hilfe dieser Werte habe ich für die Mittel- und die Randlinien 
des Feldes die Momente der wirklichen und der reduzierten Biegungs- 
Spannungen errechnet und in den Abb. 91 aufgetragen: die zugehörigen 
Zahlen sind in der Tafel 25, A enthalten. 
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Die Spannungsverteilung vollzieht sich wieder nach den gleichen 
Gesetzen wie bei der Platte, welche nur in einer Richtung unendlich 
ausgedehnt ist; die Gurtstreifen (l, 2, 3, 4, 5) zeigen die kleineren 
Senkungen ¢ und die höheren Spannungen, die Feldstreifen (5, 9, 
12, 14, 15) hingegen die größeren Fer und die geringeren 
Beanspruchungen. 

Die Abweichungen zwischen den Mittel- und Randwerten sind inner- 
halb einer Mittellinie (5, 9, 12, 14, 15) bei den Dehnungen (s,) infolge 


-0,75743 ga - 0298474 ga? 


3 
Bei A7 ` oe 
y, Ed 

e Ge 
NM 
nta ` ` Az 
E N X F 
ir b 
Š \ N / 
Gf W ZS ı++# 
I \ IN H 
H IN 
Foren Ra 


+ 015139 ga? 


70757499 


Abb. 91. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmäßig 
belasteten trägerlosen Decke mit schmalen Stützköpfen. 


der ungleichmäßigen Streitigkeit stärker als bei den wirklichen Span- 
nungen (s,). In dem Punkt 12, welcher im gleichen Abstand von einer 
Rand- und einer Mittelachse liegt, erreichen die Beanspruchungen des 
Querschnittes (5, 9, 12, 14, 15) ihren Durchschnitttswert 


5, = 0,16748 ga? = 0,041 87 gÈ , 
sy = 0,17031 ga? = 0,04258 gl . 


Bei einem durchlaufenden Balken mit unendlich vielen, gleichmäßig 
belasteten Öffnungen ist das größte Feldmoment bekanntlich 
M ge 
— = 7— = 0,04167 gl?. 
1 S e 
19* 
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Tafel 25. 
Die Durehbiegungen und Hauptspannungsmomente des Mittelfeldes einer 
gleichmäßig belasteten trägerlosen Decke mit unendlich vielen quadratischen 


Feldern. 
A. Decke ohne pilzartige Erweiterung des Stützkopfes. 
Abb. 91. 
ai, EECHER WE? 1 e lo 
ga | T | 1 | fi | aktor 
2 Wer. RENE, HEEN ESCHER a a Werer 
Ce 090 | 0,023 67 0,05239 0,07315 0,080 71 E 
y | s, —0,75749 |—0,08073 | 0,12733 | 0,21113 0,24204 | ga 
g = l4 3 —0,75749 |—044988 |—0,25297 |—0,15561 —0,13308 | ga? 
B — 0,98474 |-0,21570 | 0,05144 | 0,16445 0,20211 | ga? 
8,1 —0,984 74 |-0,47410 —0,21477 | —0,09227 | —0,06047 | ga: 
S H ée egene dag 2 | N tg 
| | | gat 
(7 ein | 0,08487 0,09455 | 0,10364 | 0,10728 Te 
y |z —0,13308 |—0,08836 | 0,00940 | 0,08726 | 0,11645 ga? 
p= 05s, 0,24204 | 0,21950 — 0,16748 | 0,13002 | 0,11645 | oe 
P — 0,06047 | —0,02245 | 0,060 65 0,12627 | 0,15139 | ga: 
La 0,20211 | 0,19400 | 0,17031 | 0,15620 | 0,15139 | ga? 
B. Decke mit pilzartiger Erweiterung des Stützkopfes. 
Abb. 93. 
> | | | A = | ga! 
e EI 00 0,0 0,017796| 0,033527| 0,039353 | Ir 
y 5, —0,36192 —0,28474 | 0,03305 | 0,15847 | 0,18644 | ga? 
y = Ll3 s, —0,36192 —0,20473 |—0,16984 |—0,12561 |—0,10224 | ga? 
s, —0,47049 —0,34616 |—0,01790 | 0,12079 | 0,15577 | ga? 
ts, -0,47049 —0,29015 |—0,15992 |—0,07807 |—0,04631 | ga? 
S m ` SH ESCH Ëm 
¿| 0,039353! 0,042548 0,051173| 0,059170 0,062369 | Ñ 
y fa —0,10224 —0,08688 | 0,01004 | 0,07677 ` 0,10237 | oa 
bO) s| 0,18644 | 0,17556 | 0,13889 | 0,11233 | 0,10237 | ga? 
s | —0,04631 | —0,034 21 \ 0,05171 0,11047 | 0,13308 | ga 
sy) 0,15577 0,14950 0,141 90 0,13536 — 0,13308 | ga? 
Die Beanspruchungen der Platte und des durchgehenden Trägers 


stimmen also bis auf 2% miteinander überein. 

Die Zahlenwerte der Tafel 25, A sind dennoch nicht in allen Fällen 
für die Querschnittsbemessung der Pilzdecke geeignet. Es ist nämlich 
bei der Ermittlung der w-Ordinaten und der zugehörigen Momente M 
stillschweigend vorausgesetzt worden, daß der volle Auflagerwider- 
stand A = —g P ausschließlich auf den Stützenmittelpunkt (1) konzen- 
triert ist und daß die Platte an allen Stellen die gleiche Querschnitts- 
höhe und das gleiche Trägheitsmoment besitzt. 
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Diese Annahme trifft aber nur bei Säulen, deren Seitenlänge oder 
Durchmesser sehr klein im Vergleich zur Feldweite ist und welche am 
Kopfe nicht verstärkt sind, zu: der Auflagerwiderstand wirkt dann 
als Einzellast und erzeugt die hohen Biegungsspannungen, welche in 
Abb. 91 im Bereiche des Stützkopfes deutlich in Erscheinung treten. 
Bei den trägerlosen Decken wird aber die Säule an ihrem oberen Ende 
pilzartig erweitert und die Plattenhöhe vergrößert (Abb. 92): sieht 
man selbst von der Deckenverstärkung ab, so nimmt bei guten Aus- 
führungen der Umfang des oberen Säulenschaftes in solchem Maße zu, 
daß in der Mittelebene der Platte die Seiten- 
länge oder der Durchmesser des Stütz- eg geg 
kopfes die Größe | 


mn = d, = ~0,2 — 0,251 
erreicht. 

Der Auflagerwiderstand ist also nicht auf 
den Mittelpunkt k vereinigt, sondern auf die 
Grundfläche mn des Stützkopfes verteilt. 
Andererseits wird durch die Erweiterung 
der Säule die Steifigkeit der Decke in diesem Ab 
Bereich so beträchtlich erhöht, daß bei 
gleichmäßiger Belastung aller Felder eine Senkung oder Drehung der 
Platte innerhalb der Grundfläche überhaupt nicht stattfinden kann. Mit 
dieser Starrheit der Grundfläche ist eine Verminderung der freien Spann- 
weite der Ränder und der Beanspruchung der Gurtstreifen und somit 
eine Erhöhung der Tragfähigkeit der Decke verknüpft. 

Um eine richtige Grundlage für die Querschnittsbemessung der 
trägerlosen Decken zu erhalten, muß noch der Einfluß der Erweiterung 
des Säulenkopfes näher untersucht werden. 

Die Art der Verteilung des Stützenwiderstandes auf die Grund- 
fläche ist vorerst unbestimmt: es ist aber aus der Theorie der 
durchlaufenden Balken, welche auf breiten elastischen Lagerflächen 
aufruhen!), bekannt, daß im allgemeinen die stärkeren Pressungen 
nicht im Kerne, sondem am Rande der Lagerfläche entstehen. 
Setzt man bei der Pilzdecke eine gleichmäßige Verteilung des Stützen- 
widerstandes auf die starre Grundfläche des Säulenkopfes voraus, 
so wird man eher ungünstige Werte für die Beanspruchung der Gurt- 
streifen erhalten und die Tragfähigkeit der Platte sicherlich nicht 
überschätzen. 


| 
| 
| 


« 92. 


1) Der Einfluß einer Flächenlagerung ist in einem Aufsatz des Verfassers 
über die „Statische Untersuchung von einfachen und durchlaufenden Trägern 
mit elastischen Stützflächen“ in der Zeitschrift „Der Eisenbau“, Jg. 1912, 
H. 1 u. 2, behandelt worden. 
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Von der Gesamtbelastung eines Feldes übernehmen also die im 
Bereiche der Grundfläche befindlichen Stützpunkte 1, 2, 6 die folgenden 
Anteile: 


der Mittelpunkt (1) 4 = — } g? = — 16g}, 
die Randpunkte (2) Ausl gE=— 89%, 
die Eckpunkte (6) Ass 4y gP =— 4g}?. 


Die Gleichgewichtsgleichungen des Gewebes lauten nunmehr: 


du, — 4w TEN. PRT T Géi 
1 2 H 
1 Sı 
g}? 
4w, d = l 
| Wi; Wr + 5, 
l gå? 
— y dw, — Ww, we SÉ = — (4, ls — 7 
| 1 H4w, — w; Ws sl 2+6) 7 5, 
|- Wis + äu — Ww — 2w = pig 
E W Lu, — w, — 2w, = +1 en 
S; 
? A 
|- Wi E EW — uw — 2w = + ES 
Sı 
2 
- w kën, — w; — 2m; = ET a 
S; 
22 
— tin U, =i = + E a) 
1 
—2w, +4w, — 2w = + A 
1 
5 l t A 
fg, e, ze Ben, = za e 37 
—2 wa + dw — 2uı = +} nm 
5, 
-w— W tiw, — Mie — Um ae 
Sı 
Up Wgt Änn Ws — Wp = T 1 
E 
wow 4w -w — Win zs pi 
Sı 
—2w, + 4w — 2w, = $i =] 
Sı 
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IV 
Ne} 
oO 


Ihre Auflösung liefert: 
w =X 


w, = X + 10710 TSN 
Pd ie Län 


d gi 
u, = X + 26826 EE 
` hi 2.14285, 


e S g% 
Ww, = X + 34578 — 
À ZP T IES, 


w, = X + 36924 E 


wy = X 18003 ee 


t, = F F 20580 E 


X + as — 


+ AER e 


ER 
Wo SS X -+ 34 182 2.14285, 
wn wm X + 38556 — IL 
SC 2.1428 8, 
toa = X 4 39882 E 
= 2.1428 8, 
E ga 
wa = X + 40851 Sr 
MOE AET, ve 
Be 2.1428 8, 
PTR IE 
Wig = X + 42 432 3.1288, ` 
Ich ersetze jetzt die Gleichung der elastischen Fläche 
M 
PE a a 
? N 
durch die Differenzengleichung 
Ar, Al, M _ Sw 
EL u N N’ 


welche für die einzelnen Knotenpunkte die folgenden Beziehungen er- 
gibt: 
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| 4, — 4b = s SX 
| 4 — Eu ES x SX ++ e E 
— Guck br 2 = FSX SC es 
— y tiim io — Zu - + er 
— e tát u — 2i - + SC e 
— Ca Fii =i Ba = S NA+ Te ee E (IV) 
-20 +1, —2%, SE SC e 
—2u + tbn — 2by -ari en 
u a 
ber ist 4bu— bs Der N- SX + i ia 
ar a ER A, 
-26 äer Tg ee 


Das Trägheitsmoment des Plattenquerschnittes kann an allen Stellen, 
mit Ausnahme der nächsten Nähe des Stützenmittelpunktes, als gleich- 
bleibend betrachtet werden; für alle Punkte k außer dem Punkt 1 ist 
demgemäß N; = N. Wenn die Platte hingegen unmittelbar über dem 
Stützkopf als starr angesehen werden darf, so kann N, = œo gesetzt 
werden. Aus der ersten Gleichung der vorstehenden Gruppe folgt dann 


e SÉ Ce =0, 
und da von vornherein ¢, = 0 ist, so wird auch ,=0. 
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Der Wert 
aM _ 4, 
728, JE, 


X=w= 


erscheint zunächst unbestimmt. Es ist aber möglich, aus den vierzehn 
übrigen Gleichungen der Gruppe IV sowohl die dreizehn Ordinaten 
Co, Ca als auch die Größe X eindeutig zu bestimmen. Durch Auf- 
lösung dieser Gleichungen erhält man nämlich die Werte 


I __ _ 105989 
ef le Tr 
ei gg 0 
Ez gend 0 
S _ S gi) EE, 
g= 18580 337 2N- (1428)? = 0,017 796 Ké 
s gi rate gat 
ča = 35003858 Jugen = 0.093527 F 
; gi 
Es = 41086704 user Z 0.039353 < r 

14 ga gat 
Ge = 6679501 zy iaza ~ 0000308 IT 

A) at 

i, = A y age T 002810 

| gi ~ gat 
ts = 39102175 EA = 0,037452 IT 


E m ddd IA wm gu gan Eé 
Co = 44422486 e tee T 0042548 7 


l 

g m A 2 
j = 31117646 z eer — 0035551 
g o IÉ 
Cu = 48895962 7, igasi T 0046832 "7 
j git nrn DIE 
= = 0,061173 I 
“ = 53427411 Sy mar 5117377 

gi DS, 
Dua = 58111993 ———— ZN. 0228F = 0,055659 N 
4 
eg 0,089170 IE 
Ca = 61777080 e gaza — 008 N 


i gr vam ff 
SE EE 
Eus = 65116972 ze (1423) N 


298 Die Berechnung trägerloser Decken. 


Die hieraus errechneten Spannungsmomente der Mittel- und Randlinien 
sind in Abb. 93 dargestellt. Die zugehörigen Zahlenwerte sind in 
Tafel 25, B aufgenommen. 

Ein Vergleich mit den Ergebnissen der ersten Untersuchung zeigt, 
daß unter dem Einfluß der Stützenverbreiterung sowohl die positiven 


Abb. 93. Spannungsbild des quadratischen Mittelfeldes einer gleichmäßig 
belasteten trägerlosen Decke mit breiten Stützköpfen. 


als auch vor allem die negativen Biegungsmomente wesentlich kleiner 
geworden sind; die Einsenkungen der Platte sind auch fast durchweg 
auf die Hälfte des ursprünglichen Maßes zurückgegangen. Als Durch- 
schnittswert der Spannungsmomente für den Mittelquerschnitt (5, 9, 
12, 14, 15) findet man im Punkte 12 die Größen 


Sy = 0,13889 ga? = 0,03472 oft, 
Sy = 0,141 90 ga? = 0,035475 gl? , 
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während im vorigen Beispiel die Momente 
Sy = 0,04187gl?, sy = 0,04258gR 
ermittelt worden sind; die durchschnittliche Beanspruchung der Platten 
mit schmalen Stützen ist also um 20% höher als diejenigen der Decken 
mit breiter Grundfläche. 
Der günstige Einfluß der pilzartigen Erweiterung des Stützkopfes 
läßt sich im übrigen durch ein einfaches Näherungsverfahren feststellen. 
Betrachtet man nämlich einen von zwei benachbarten, par- 
allelen Mittellinien begrenzten Streifen 
(Abb. 94) als einen gewöhnlichen Balken 
von der Breite B = l und berücksichtigt 
man, daß die auf der Grundfläche des 
Stützkopfes aufruhende Belastung un- 
mittelbar von der Säule aufgenommen 
wird und daher keinen Einfluß auf die 
Durchbiegung des Balkens ausüben kann, 
so ist die tatsächliche Belastung des | 
letzteren Qe Ke EI ct d | 


Unter d, ist hierbei die Seitenlänge der + S +4 D 
Grundfläche zu verstehen. á 
Wählt man d, = 0,251, so wird BR 
Abb. 94. 
Q = g (1,0 — 0,25?) = 0,9375 gÈ . 
Die lichte Spannweite des stellvertretenden Balkens ist 
l} =1— d, = 0,751, 


der Stützenabstand hingegen 2. 
Die wirksame Biegeweite dürfte 


l, = 4 (l + I) = 0,8751 


el 


sein. 
Da der Balken als Mittelfeld eines durchlaufenden Trägers mit un- 
endlich vielen, gleichmäßig belasteten Öffnungen sich ebenso verhält, 
als ob er an den Enden fest eingespannt wäre, so ist sein größtes posi- 
tives Biegungsmoment 
l 0,9375 - 0,875 gl? 
mp BE : = 
24 24 

und mithin M 
Je 0,03418 g? . 
Die vorhin ermittelten Durchschnittswerte der größten Biegungs- 


momente der Platte 
Ty = 0,08472 gl? , Sy = 0,035475 gl? 


= 0,03418 g! 
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unterscheiden sich von dem entsprechenden Werte des stellvertretenden 
Balkens um höchstens 1,5 bzw. 3,8%. Die Ergebnisse des Näherungs- 
verfahrens stimmen also mit denjenigen der genauen Untersuchung 
recht gut überein. 

Diese Feststellung ist besonders wichtig, weil sie die Grundlage der 
vereinfachten Berechnung der trägerlosen Decken bildet und auch bei 
anderen Verhältnissen der Stützenteilung gestattet, die Behandlung 
der Platte auf diejenige des durchlaufenden Balkens zurückzuführen. 


b) Untersuchung eines rechteckigen Mittelfeldes 
mit dem Längenverhältnis l; : ly =3:4. 
Um den Einfluß des Längenverhältnisses des Feldes auf die Span- 
nungsverteilung zu untersuchen, möge als zweites Beispiel die Platte 
py mit der Stützenteilung l» : ly, = 3: 4 
behandelt werden. 
Ich wähle ein Gewebe mit der 


Maschenweite 
| : ly ly 3 
ek izr] i be Ze a Serë 
ZS Is und gebe den Knotenpunkten ent- 
B18.120.18..\_.1_.L_.> »zsprechend denSymmetriebedingungen 
die aus Abb. 95ersichtlichen Ordnungs- 
ziffern. 


Bei gleichmäßiger Belastung ent- 
fällt auf jeden Knotenpunkt die Last 
G=g42. Der Auflagerwiderstand ist 
A E AJ = -- gl, l, =— 48g 4 . 

Abb. 95. Ich setze voraus, daß die Stütze 
schlank ist und daß sich der Stützen- 

druck auf eine quadratische Grundfläche ech der ver- 
hältnismäßig kurzen Seitenlänge d, = 0,1251, = ver- 
teilt. Wie man aus Abb. 95a erkennen nn Le je ein 
Viertel 1a, b,c dieser Grundfläche zwischen den Knoten- 
punkten 1, 2, 5 und 6; von dem zugehörigen Auflager- 


5 8 
Abb. 95a. 


A 
druck SES 1294 ist auf Grund des im Abschnitt I, 


§ 3, A, 4 abgeleiteten, allgemeinen Hebelgesetzes 
dem Knotenpunkt 1 der Anteil: SCH (ET EEGEN E 
dem Knotenpunkt 2 der Anteil: 1.12g2 = —H dr e 
dem Knotenpunkt 5 der Anteil: EE GEET E 
dem Knotenpunkt 6 der Anteil: — (1)? -12g 2 = — I2y22 
zuzuweisen. 


EA 
H 
DS $ 
D 
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Werden die Stützenwiderstände der übrigen Viertel der Grundfläche 
ebenso verteilt, so erhält man insgesamt 
für den Knotenpunkt 1: A, = —4 -1485 g} = —27 g 2, 
für den Knotenpunkt 2: 4, = —2 - ig? = —4,5g}?, 
für den Knotenpunkt 5: 4; = —2 - A0 = —4,5g}?, 
für den Knotenpunkt 6: 4, = —1l -4}g4 = —0,75g 2. 
Berücksichtigt man noch die Belastung @ = g A7, so wird die Kräfte- 
verteilung im Bereiche des Stützkopfes durch die Größen 
P, =g}(1 — 27) =—26g}?, 
P ze P; vk girl Br 4,5) eg KEE H 
P, = git — 0,75) = +0,25922 
festgelegt. 
Die Gleichgewichtsbedingungen des Gewebes lauten nunmehr: 


gi 
Ian p = — E z 
4w, — 2w, — 2w; = —26 

Sı 

.2 

=- gr 

— w, 4w, — w — 2w, =—3,5 er 
Sı 

g}? 


— w, +4w — w, —2w, = +1 


— w — Musk ip — Wo Wi = +1 S 
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N. 
h ga 
— 0 Hius — Zu — ëss El Ca 
1 
52 
gA 
m — H L a — — EE) 
— Wo Wis + EW Wiz Wis = +1 "e 
= 
2 
g4? 
| ST 4 = 3 
-- ën Wget twis — jëu Un—tl a 
SI 
g42 
20: + 4w — ws — "rass +1 Ka 
PR 
HI 
er Dig LE — Žo 5 g 
2 wig + Aix — 2 Wis ss El - S 
PM 
Be 
Ee e es me 
PALIT Wiz F 4 wis Wig = +l o 
D 1 
g% 
— Zä — Wat two — Wis = +1 E 
ag 
23 
; : g% 
— 2w + £W — 2 Wig = kl KC 
et 
12 
42, — 2 — 223; = Ù I 
a 
FS 
— a Fizn — 2 — 2z; = w s 
Se 
2 A 
— u +43 — Sea — H ën =w —- 
Eë 
H 
E EE = 
42, 22; 2, = W, —- 
S3 
H 
— 4 +4, — 22% — Zy = W; R 
D 
2 
- Ze rin re ET 
2 
„42 
= Z% — 3 +43 Ss — = ER 
TS 
H 
— 4 +43 — 27 — Zg = W o 
Wi 
Bear D 
2; F 4z — 2z — Zg =W S 
RA 
z8 
— Z% — 2 FI Zu 24 = Wo EN 
Du 
H 
"Se 2t421— 20 25 =W ES 
2 
Hi 
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PR 
EE ET d 
Se +42, — 22, Zr = iss 
Do 
WI 
4 
23 + 42 u — 250 Zig = Mu ze 
S3 
= 
22 
Zie + 425 Du Zeus 
E 
el, > A 
Ziz T EZ 2250 20 ue 
So 
) 4 ~ ) y z 
223 + tzi — 228 gn e 
wel 
22 
ou +H 428 — 2 = Ws 7 
EN 
H 
Zen + 4zi Ze ORTE 
D2 
‚2 
2216 + 420 — 22 zug 
WI 
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Diese Gleichungssysteme haben denselben Aufbau wie die im Ab- 
schnitt XI, $ 32, 2 für die in einer Richtung unendlich ausgedehnte 


Platte mit der Stützenteilung l, 


: ly = 3 : 2 entwickelten Gleichungen 


und lassen sich ebenso in je vier Gruppen totaler, dreigliedriger Diffe- 
renzengleichungen mit je fünf Unbekannten spalten. Ihre Auflösung 


liefert die Werte 


gi g4* S 
= Z; = 3,37484 = 8,687383 
m an ee, In S687 
A = - = gi zum 
z, = 2,618246 Se In bäim és, (ner: 9577662 
366794 DI 7,549655 AË |z, = 11.042350 
2, = 5,86 Ss 2, = 7,54965 3,8, Sue LL i 
A PORA gi 
Zu = T, 160024 ` 2 E Zg = 8,585681 ESCH Zi = El; 702697 2 
naren ge P I 
za = 12,806569 H = 14,324767 $S, 
x Vë > 1 2 
E Ea gI” ga 
214 = 13,286555 SS = 14,687 078 S 
D 152 > 4 1S2 A 
D 
z, = 14,155159 SS zi = 15,367906 ZS 
D 2 Al 2 
74 A 
zie = 14,565107 27 z o = 15,695369 d 
172 > 
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Mit Hilfe dieser Größen habe ich die Momente der wirklichen und 
der reduzierten Normalspannungen für die Mittel- und die Randlinien 
bestimmt; die zugehörigen Zahlenwerte sind in der Tafel 26 enthalten. 


Tafel 26. 
Die Hauptspannungsmomente des Mittelfeldes einer gleichmäßig belasteten, 
unendlich ausgedehnten, trägerlosen Decke mit der Stützenteilung 
1,:1,=3:4 
H 


E 
Abb. 95 

Punkt A | S; | Ei Sy 

1 | —0,145458 gÈ | —0,201706 gÈ | —0,105464 gÈ | — 0,130010 gÈ 
2 | —0,017508 gÈ | —0,058827 gÈ | —0,077472 gÈ | —0,080427 gÈ 
3 +0,054314 9 | +0,026267 gÈ | —0,052589 gÈ | —0,043424 gÈ 
4 +0,071846 gl} | +0,048085 gÈ —0,044552 gł | —0,032428 of 
17 | —0,020128 9E | +0,005175 gE | +0,047444 gE | -+0,044047 gÈ 
18 | —0,008848 gÈ | +0,014494 gl: | +0,043766 g | +0,042273 gl; 
19 | +0,009816 gl} | +0,030028 gÈ | +0,037898 gl} | +0,039555 gl; 
20 | +0,018192 gÈ | +0,037031 gÈ | +0,035320 et | +0,038391 el 
1 | —0,145458 g | —0,201706 g | —0,105464 gI} | —0,130010 ef 
5 | —0,095711 gÈ | —0,111858 gÈ | —0,030277 gÈ | —0,046428 gÈ 
9 | —0,049460 gÈ | —0,039515 gE | +0,018646 gÈ | -0,010300 gÈ 
13 | —0,026666 gE | —0,004999 glè | +0,040640 gl | -+0,036141 gÈ 
17 —0,020128 g% | +0,005175 gl: | +0,047444 91, | +0,044047 gl, 
4 | +0,071846 gl! | +0,048085 g | —0,044552 gÈ | —0,032428 gl} 
8 | +0,057557 g | +0,043462 gl: | —0,026427 gÈ | —0,016715 gÈ 
12 |! +0,036686 glè | +0,038808 gl! | +0,003978 g | -+0,010169 gl; 
16 | +0,022775 gÈ | +0,037209 gE | -+0,027065 gł | +0,030908 gl; 
20 | +0,018192 gÈ | +0,037031 of  -+0,035320 gÈ | +0,038391 g} 


Die Ergebnisse der Rechnung zeigen, daß die längeren Randlinien 
sich stärker durchbiegen und höher beansprucht werden als die kürzeren. 
Die größeren Spannungsmomente s, und s, sind auf der schmäleren 
Querschnittsbreite l- = 6 2 der Schnittebene y = 0 nahezu gleichmäßig 
verteilt: die Mittel- und Randwerte der kleineren Spannungsmomente 
Sz und $, weichen hingegen in der Schnittebene x = 0 merklich von- 
einander ab. Der Unterschied zwischen den Formänderungen der Gurt- 
und Feldstreifen tritt besonders bei den Momenten $, der längeren 
Querschnittsbreite l, = 8 2 in Erscheinung. 

Als Durchschnittswert der Momente erhält man für die Schnitt- 
ebene x = 0 die Größen: 


S, = 0,0403946 gl; , 
für die Schnittebene y = 0: 


3, = 0,040994 gl}, 


Ss; = 0,040451 gl; , 


sy = 0,041.003 gÈ, . 
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Bringt man die wirksame Belastung eines Feldes 
Q = g(l;-l, -- do) = 47 g 3 


auf einen beiderseits eingespannten Balken von der Breite B, = l, 


bzw. B, = l+, so entsteht in der Balkenmitte das Biegungsmoment 
Ql MM. 
JN. = a” Ce ke 
bzw. 
QL Nr 
Dè, = a = AI~ E 


auf die Längeneinheit der Querschnittsbreite bezogen ist dementspre- 
chend 


M e? Ai, 
eet A 5 IË = 0,04089}. 
æ = u = 
M, DEE ER le 
Sy = B = 24 SNCT T = is g = 0.0408 gl å 


Diese Näherungswerte unterscheiden sich um höchstens 1% von den 
für die Platte errechneten genauen Größen. Die vorzügliche Überein- 
stimmung beweist von neuem, daß sich die Pilzdecke in jeder Richtung 
wie ein einfacher durchgehender Träger verhält. Während bei einer 
ringsum aufliegenden, durchlaufenden Platte die Spannungsverteilung 
wesentlich vom Längenverhältnis der Felder beeinflußt wird und die 
stärkeren Beanspruchungen auf die kürzere Spannweite entfallen, ist 
hingegen bei den Pilzdecken die Größe des gesamten Biegungsmomentes 
M, oder M, bei gleichen Auflagerungsbedingungen der äußeren Platten- 
ränder nur von der Spannweite l, oder l, abhängig: lediglich die Ver- 
teilung von M, oder M, auf die Querschnittsbreite l, oder l, wird von 
der Art der Stützenteilung beeinflußt. Hieraus folgt aber auch, daß die 
gleichmäßige Anstr E der Platte in beiden Richtungen nur bei dem 
Längenverhältnis l» : l, = 1 : 1 erzielt werden kann und daß die quadra- 
tische Stützenteilung vor allen anderen Stützenanordnungen den Vorzug 
verdient. 


2. Der Einfluß einer wechselweisen Belastung 
einzelner Felder. 


Die Pilzdecken werden wie die durchgehenden Träger nicht bei der 
gleichzeitigen Belastung der ganzen Deckenfläche, sondern bei der Be- 
lastung einzelner Felder oder Felderreihen am stärksten beansprucht. 
Um die Art der ungünstigsten Laststellung und ihren Einfluß auf die 
Anstrengung der Platte zu bestimmen, will ich zwei verschiedene Be- 
lastungsfälle in Betracht ziehen. 

Marcus, Platten, 20 
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Fall I: Schachbrettartige Belastung (Abb.96). Ich bezeichne mit 4 
das belastete, mit B das unbelastete Feld und setze voraus, daß alle 
Felder A die gleiche und gleichmäßig verteilte Belastung p tragen. 

Der Spannungszustand der Decke bleibt unverändert, wenn man sich 
an Stelle des vorliegenden Belastungsfalles zuerst sowohl die Felder A 


als auch die Felder B mit + Z, sodann aber die 
ne A mit +3, die Felder B hingegen mit 
-£ belastet denkt. 

Der erste Teilzustand deckt sich, sobald g mit 


£ vertauscht wird, mit dem zuletzt behandelten 


déi 


Falle der gleichzeitigen und gleichartigen Be- 
lastung aller Felder und ist daher als erledigt zu betrachten. 
Im zweiten Teilzustande stimmen die Belastung und die Rand- 


Abb. 96. 


bedingungen jedes Feldes mit derjenigen einer mit + £ belasteten und 


ringsum auf den Rändern des Feldes frei aufliegenden Platte überein. 
Die zugehörigen Formänderungen und Beanspruchungen sind im Ab- 
schnitt II, §7 und $ 9, untersucht worden und können auch als bekannt 
erachtet werden. 

Die Zusammenfassung der beiden Teilzustände liefert beispielsweise 
für quadratische Felder die folgenden Ergebnisse: 


l. Mitte des Gurtstreifens R—R: 


5 l at 
Stelle [: =>: 0, 039353 + 0.0) = 0,01968 P = ei für Feld A 
EH e Í 3, = 4. pa2(0,18644 + 0,0) = 0,08322 pa? | kn E 
y= m“ = } . pa? (0,15577 + 0,0) = 0,07788 pa? | et 


2. Mitte des Feldstreifens S—S: 


2 l 4 4 
Stelle Is “y (0062369 + 0,06488) = 0,063625 PT 
® Bi Be ? E 10237 + 0,14554) = 0,12396 pa? 
Bun, s, = } pa? (0,13308 + 0,18920) = 0,16114 pa? , 


4 


e 2 3 pat 
Stelle ES t= t 0, 062369 — 0,06488) = —0,012555 Z5- 


2 1 7 Er Wë 2 2 
im Felde B S Do Së 023 0,14554) = — 0,021 58 pa 


S, = A pa? (0,13308 — 0,18920) = — 0,02806 pa? . 
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Fall II: Wechselweise Belastung ganzer Felderreihen. Die in Abb. 97 
dargestellte Lastanordnung läßt sich wieder in die zwei Teilzustände 


P 


E und +5 zerlegen. 


Die erste Belastungsstufe ist dieselbe wie im Falle I, In der zweiten 
verhalten sich die Felderreihen 4 und B wie ein mit + 2 belasteter 


Plattenstreifen, der in einer Richtung unendlich ausgedehnt ist und 
auf den beiden Längsrändern frei aufruht. Dieser Streifen besteht aus 
unendlich vielen, nebeneinanderliegenden einfachen Balken, deren Form- 
änderung und Beanspruchung den bekannten 
Gesetzen 


ER 08 87. LN 
WW Sg) ar =) 
pn oi e 
VEH 
folgen. 
Die Überlagerung der beiden Teilzustände Q 
liefert nunmehr Abb. 97. 


l. für die Mitte des Gurtstreifens R—R: 


z 1 moi 
Stelle x = 0 [: we aa Ze 


> 
dE = }pa?(0,18644 + 0,5) = 0,34322 pa? 
im Felde A eg (0, 5) ' p 


pat 
(0,039353 + 0.20833) = 0,12384 °- 


Co 
bi 
I 


J 
P = } pæ? (0,15577 + 0,5) = 0,327 88 pa? , 
4 4 
SEET = PE (0,039353 — 0,20833) = --0,08449 T- 
zb 4 3, = 4pa:(0,18644 — 0,5) = —0,15678 pa? 
im Felde B Pr 1 p12(0,13577 — 0,5) = --0,17211 pa? ; 
2 für die Mitte des Feldstreifens S—S: 
` 1 pat ET ` pat 
Stelle = IT (0.062369 + 0,20833) = 0,13535 #5 
=y =0 tz, =} pa?(0,10237 + 0,5) = 0,301 18 pa? 
im Felde A > = } pa? (0,13308 + 0,5) = 0,31654 pa®, 
$ 4 d at 
Stelle | Em PC (0,062369 — 0,20833) = — 0,07298 Lg 
2 £ e 


t = y= (0) d Sr } pa? (0,10237 egen 0,5) = —0,19881 pa? 
im Felde B Kë 4 pa? (0,13308 — 0,5) = — 0,18346 pa? . 


Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der beiden Untersuchungen 
zeigt, daß durch die wechselweise Belastung ganzer Felderreihen doppelt 
so hohe Beanspruchungen als bei der schachbrettartigen Belastung 

20* 
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hervorgerufen werden. Für die Querschnittsbemessung der Platte ist 
daher die im Falle II behandelte Lastanordnung maßgebend. 

Beachtenswert ist insbesondere, daß bei dieser ungünstigsten Last- 
stellung ein beträchtlicher Unterschied zwischen den größten Biegungs- 
momenten der Gurt- und der Feldstreifen nicht besteht. Diese gleich- 
mäßige Spannungsverteilung ist im Hinblick auf die Anstrengung der 
Platte als ein wesentlicher Vorteil zu betrachten. 

Die in Abb. 97 dargestellte Lastanordnung liefert nur für einen 
Querschnitt längs der Mittellinien die größten positiven oder negativen 
Momente. Die in der Stützenflucht liegenden Randquerschnitte werden 
durch negative Momente am stärksten beansprucht, wenn die beiden 
an der fraglichen Randlinie anschlie- 
Benden Felder voll belastet werden 
(Abb. 98); der Einfluß der übrigen, 
weiter abstehenden Felder A ist im 
allgemeinen so geringfügig, daß es zu- 
lässig ist, die für den Fall einer gleich- 

Abb. 98. zeitigen Belastung aller Felder ermit- 

telten Werte der negativen Biegungs- 

momente — indem g durch (g + p) ersetzt wird — der Querschnitts- 
bemessung zugrunde zu legen. 

Die größten Beanspruchungen in der Diagonalrichtung müssen auch 
beachtet werden, um so mehr, als es vielfach üblich ist, die Haupt- 
bewehrung der trägerlosen Decken in der Diagonalrichtung anzuordnen. 

In den bisher behandelten Fällen I und II ist die Belastung in bezug 
auf die Mittellinien symmetrisch verteilt und der Mittelpunkt der Platte 
von Drillungsmomenten try frei. Die Hauptspannungen dieses Punktes 
liegen in den g- und y-Achsen; die in den Diagonalquerschnitten wirken- 
den Normalspannungen bilden das Kräftepaar 


Sa = $ (S2 +8). 
Bei der schachbrettartigen Belastung ist 
Sx = Sy = 84 = + 0,161 14 pa? 
bzw. Ss = Sy = S4 = —0,02806 pa?. 


Bei der wechselweisen Belastung voller Felderreihen ist hingegen in den 
Feldern A: 


Sz = 0,31654 pa? , Sy = 0,15l 54 pa? , Sı = 0,23404 pa?, 

in den Feldern B: 

Sz = — 0,18346 pa?, Sy = — 0,00846 pa? , Sa = —0,09596 pa? . 
Aus beiden Belastungsarten läßt sich die in Abb. 99 dargestellte 


Lastverteilung III ableiten, indem man zunächst die Streifen 1 mit + 2 ; 
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sodann die Streifen 2 ebenso mit + 2 und schließlich die Felder B mit 


p À 
— 5 belastet. Im Mittelpunkt des Feldes entstehen der Reihe nach die 


E? 


Diagonalmomente 
saa) = + } -0,23404 pæ, 
sa) = + 4 -0,23404 pa?, 
Sad) = + } -0,02806 pa?. 
lm ganzen ergibt sich 
sa = -+ 0.24807 pa?. 


Die größten Diagonalspannungen 
bleiben also in den beiden Bela- 
stungsfällen II und III merklich 
hinter den Grenzwerten der Span- 
nungen de und o, zurück. Die geringere 
Beanspruchung in der Diagonalrich- 
tung ist darauf zurückzuführen, daß 
die Diagonalstreifen sowohl durch die 
Stützenreihen I als auch durch die 
Stützenreihen II (Abb. 100) getragen 
werden: ihre Breite ist bei quadra- 
tischen Feldern (1 2, ihre Spannweite 
in der Diagonalachse 1/2, an den 
Rändern $2j2, im Durchschnitt 
i2)2, während die Streifen in der 
x- oder y-Richtung die Breite und die 
Spannweite l? besitzen. Bei gleich- 
artiger Belastung und gleichen Auf- 
lagerbedingungen müssen sich die auf die Einheit der Querschnitts- 
breite bezogenen Spannungsmomente den Diagonal- und orthogonalen 
Streifen wie 


Abb. 99, 


E PE 
t Ar l 


verhalten. Dies ist in der Tat das Ver- 
hältnis der vorhin errechneten Grenz- 
werte s; und sz. Aus dieser Feststellung 
geht hervor, daß es nicht zweckmäßig ist, 
die Hauptbewehrung in den Diagonal- 7 
achsen anzubringen; um die Tragfähig- 
keit der Platte voll ausnützen zu können, Abb. 100. 
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empfiehlt es sich vielmehr, die Anordnung der Bewehrung dem Verlauf 
der Hauptspannungen anzupassen und die Eisenstäbe parallel den 
Randlinien zu legen. 


3. Der Biegungswiderstand der Stützen. 


In den bisherigen Untersuchungen ist lediglich der axiale Auf- 
lagerwiderstand der Säulen und seine Verteilung auf die Grundfläche 
des Stützkopfes in Betracht gezogen worden: es ist hierbei voraus- 
gesetzt, daß die Säulen sich nicht verbiegen und nur auf zentrischen 
Druck beansprucht werden. Diese Annahme trifft zu, wenn die Decke 
aus gleichartigen Feldern besteht und alle Felder in gleicher Weise be- 
lastet sind: die Mittelfläche der Platte und die Mittellinie der Säule 
behalten dann in nächster Nähe des Stützpunktes ihre ursprüngliche 
Lage und Gestalt, und die günstige Wirkung der Verbreiterung der Säule 
tritt nur in der Verringerung der freien Spannweite der Gurtstreifen 
in Erscheinung. 

Sind die Felder ungleich oder wird nur ein Teil der Deckenfläche 
belastet, so neigt sich die Mittelebene der Platte über dem Stützen- 
mittelpunkt in der X-Z-Ebene um den Winkel 


es 

ET 
in der Y-Z-Ebene um RE 
oC 

Wy = y e 


Infolge der festen Verbindung zwischen Decke und Säulenkopf 
müssen die Anschlußquerschnitte der Stütze an die Platte die gleichen 
Drehungen wr, oi, vollziehen, und es tritt eine Verbiegung der Stützen- 
achsen ein. Die Säulen leisten je nach ihrer Steifigkeit einen stärkeren 
oder geringeren Biegungswiderstand, der wiederum eine Verminderung 
der Neigung der elastischen Fläche und eine Entlastung der Platte zur 
Folge hat. Die Größe dieses Widerstandes zu ermitteln, seinen Einfluß 
auf die Anstrengung der Stützen und Decken zu bestimmen ist das Ziel 
der vorliegenden Untersuchung. 

Ich betrachte wieder eine Decke mit unendlich vielen gleichartigen 
Feldern und will den ungünstigsten Fall der wechselweisen Lastver- 
teilung behandeln. Wie in Abb. 97 dargestellt, soll also zwischen zwei 
belasteten Reihen A jeweils eine Reihe B unbelastet bleiben. 

Ich ersetze diese Lastanordnung wie früher durch zwei Belastungs- 


stufen. Bei der ersten sind beide Reihen A und B gleichzeitig mit + = 
belastet und der Biegungswiderstand der Stützen ausgeschaltet. 
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In der zweiten Stufe, welche in Abb. 101 veranschaulicht ist, werden 


den Feldern A die Lasten + z , den Feldern B die Lasten — d zugewiesen. 


Da hierbei jede zur -Achse parallele Randlinie als Symmetrieachse 
aufgefaßt werden kann, so sind alle Auflagerkräfte der X-Z-Ebene 
parallel gerichtet. 


\ SE SE —_ 
N 


Abb. 101. 


Der Widerstand der über der fraglichen Decke stehenden Stützen 
setzt sich aus dem Horizontalschub X° und dem Kräftepaar A" zu- 
sammen. Die unteren Stützen übernehmen den Schub X und das 
Moment Km. Diese Widerstände sind für alle Stützen gleich und wech- 
seln an jedem Stützpunkt ihren Wirkungssinn. 

Das gesamte von den Stützen auf jeden Eckpunkt eines Feldes über- 
tragene Moment ist 

M, = K + K" + Eet Ee, (a) 


wobei c, und €, den Abstand der Kräfte X° und X“ von der Mittelfläche 
bedeuten. 
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Es ist ohne weiteres einleuchtend, daß die beiden dem Stützpunkte 
benachbarten Felderreihen je eine Häfte von M, aufzunehmen haben. 
Die Felder A und B erhalten überhaupt als Belastung, wie die schema- 
tische Darstellung in Abb.101 erkennen läßt, die gleichen, aber ent- 
gegengerichteten Kräfte und Kräftepaare. Die gemeinsamen Ränder 
sind Achsen der Gegensymmetrie, welche durch die Bedingungen 

a ie für Jr zs ZO 
da ey = 
gekennzeichnet sind, während für die Ränder y = +b entsprechend 
der Vollsymmetrie die Bedingungen 


er Cu card 
gelten. 4 Y 


Wird zunächst der alleinige Einfluß der Belastung + 2 in Betracht 


gezogen, so läßt sich die Gestalt der elastischen Fläche wie bei einem 
einfachen Balken durch den Ansatz 
S p at È 622 xt 


e E ! h 
s= Ey AN V a "oi, (b) 


darstellen; das obere Vorzeichen gilt hierbei für die Felder A, das untere 
für die Felder B. 


Die Neigung der elastischen Fläche über dem Stützpunkt 2 = — a4, 
y = +b wird durch den Winkel 
(=) pa? (e) 
Or = \—— = —— c 
bestimmt. 7 Cie ÖN 


Durch den Biegungswiderstand der Stützen werden auf einer 
Strecke e, beiderseits des Säulenmittelpunktes lotrechte Druck- und 
Zugspannungen o, auf die Platte 
übertragen (Abb. 102). Zwischen 
der Mittelkraft S, dieser Span- 
nungen, welche auf der Länge e, 
geradlinig verteilt sein mögen, und 
dem Biegungsmoment Wi, besteht 
die Gleichwertigkeitsbedingung 

M—28,-3e, 

oder 3 mM 
S: = >. 

4 e, 

Um die Rechnung zu verein- 
fachen, setze ich quadratische 
Felderteilung voraus und verwende als Abbild der Platte ein Gewebe 


(Abb. 103). 


Abb. 102. 


mit der Maschenweite 4, = An = T 
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Die Art der Verteilung der Kräfte S, auf die Knotenpunkte des 
Gewebes hängt von den Abmessungen der Grundfläche des Stütz- 
kopfes ab. Wird für die Seitenlänge d, dieser Grundfläche, wie es bei 
guten Ausführungen üblich 
ist, das Maß 


lo = 2e, = q m24 


gewählt, so erhalten die 
vom Stützenmittelpunkt o Lan Ir Los \77 
um Å abstehenden Knoten- 
punkte (1) und (5) insge- 
samt eine Belastung 


z3 |74 Jos Jas Je 


a 1% 
Aetzs-tzT- 


Das obere Vorzeichen 
gilt hierbei für die Felder- 
reihen A, das untere für die 
Felderreihen B. 

Da auch P, auf die 
Breite d, = 2/ der Grund- 
fläche gleichmäßig verteilt 
ist, so entfallen auf die Knotenpunkte (1) die Anteile 


Abb. 103. 


1 IM 
tt tte deer gl 
auf die Knotenpunkte (5) die Anteile 
1 — L At 
P, = — P, sm be e, 
WE ER Ae 


Beachtet man noch, daß am Rande x = +a entsprechend der Be- 
dingung 


da? ey 
auch 
rt at i 
wn LE SÉ 1) 
gi A Te + Jy? D wW 


sein muß, so gewinnt man für die Verschiebungen des Gewebes im Felde A 
unter dem Einfluß der Kräfte P, und P, die folgenden Bestimmungs- 
gleichungen : 


4 wiz — Wig — 2 Wi = 0 
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(- u +4w Ws 2w, = 0 
e D ` RT em 
La Wir + Lu — Cis 2 nn = 0 
| — w, e Aire — wy — 2w, =0 
Les aus + Lug — Wa — Zus = U 
f — 2w; +4u, — 2 wg = D 
ji — 29 + La — 2 ttie = 0 
| 14 P, ț Dis 
— H vv — Ws — U =+- zs Sc} 
g j i e Sı ESCH 
| — Un t 4wg— Wy Wy = 
| =U, — Ww, tius — WU; — jaa ses 
N Rn A OEL EEE EE 
-Wig — Ust 4j Un Wio = 0 
| =w, — we F4w — Wg — UV 
l- Up Wyt ës — ne — Wu se UD 
[-u, Zipe Lite — Un = 0 
l — Uzo — 2 Wis + Ewi — WU = 0 


— (w; + wi) +4w — wio = 
| — (We + u) Fa - Un Ww = 
| — (w; + U) + 4wa — Un — Up 0 
| — (ws + Wie) + 4w — 2 w = 


Werden die beiden übereinander angeschriebenen Gleichungen der 
Reihe nach addiert und subtrahiert und aus der Summe und Differenz 
der paarweise auftretenden Größen w, und %,,, Was und rue, Wg und Wigs 
w, und Wag, Wg und Wig, We und Wigs w, und Ans, Wg und ue die Haupt- 
unbekannten gebildet, so läßt sich das ganze Gleichungssystem in drei 
voneinander unabhängige Gruppen mit 8, 4 und 8 Unbekannten spalten. 
Die neuen Gleichungen lassen sich leicht lösen und liefern die Werte 


M, M, 


wi = +-0,133707 wy = F 0,045747 


ES) ST 

w, = +0,09273 Sh nun = + 0,057 99 M, 
EE KC ER) 
o M, Se M, 

w, = F 0,077743 Ce? w = F0,061211 Ce 
SS Ms a Lon My 

w, = } 0,073883 Ce wa = F 0,061 856 CO 
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M, M, 
w; = +0,096048 ES? Ww = +0,028952 33 
1% 14 
w = 0,079737 Tr w = +0,0452 SE 
1s 14 
= +0,072179 SN non = +0,052821 Se 
14 L 
M, KÉN H 
wg = + 0,070024 E? Ws = +0,054 976 ST 
A D H 
SE M, 
wW, = +0,024799 
1 
Wis = + 0,04129 m 
Ti 
Wig = +0,049835 Es 
M 
Wg = 0,0524053 F s- 
[> 1⁄4 


Ebenso erhält man aus dem zweiten Gleichungssystem 


2 
H 
tz — Z% —2z =u ES 

2 

HI 

dä — Zig — 2 Zig = Wy S 
2 


— 229 + 820 — 226 = (ag 


— 23 +4, — Z% — Se =W; 


— Zy t4238 7 Zau — % = Wg 
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z — 22, +43 — Zus = la — 


ZS, 

9 fi S A 
— Za — 225 + tZ — Zu = ey 
A 

— (zs + z3) + 4z — Su e SE S 
A 

H 

— (zs +2.) + 42o Žil Zg = wio E 
2 

Hi 

(+25) +42 1 —- par Zo = Wn S 
H 

— (zs +26) + 4z — Zëu E i 


für die elastische Fläche die Ordinaten 


= 0,256828 2% z, = F0,241 263 


E Mei 
= > —- 
| 212 +0,499256 5 e 


i~a 


E 
S 
z} = #0,411080 Wi ze = #0,398274 
Ki Ki 
E Må N 
z, = F0,498213 Met 2, = 10,488644 - 
SS, 
ne Må KEN 
E za = +-0,518327 
S 9 
2, = F0,213904 ef 215 = F0,196237 
SS, 
ER Må E 
210 = F0,372369 24 z = F0,351 726 
; | 
| 1 = F0,467584 Net Je 21, = 70,448856 
ES? 


[57 
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zı; = +0,190364 ss 
zis = #0,344182 sa 
E Mi 
210 = #0,441619 Zo 
u en; 
za = F0,474747 SZ 


Hieraus gewinnt man für die Spannungsmomente der Mittellinie x = 0 
die folgenden Werte: 


Stelle | Sr Sy 8r Sy 
y= eum? A + 0,006926 er F Wees Hi = 0,0030124 Ž d 
y-+7 d 0,032817 ` H | + 0,005328 — en F 0.0312186 ge F 0,0045171 2m, 
EN Le 0,031672 | + 0.000749 ? 2n = 0,031 4473 Ke | = 0,008 8526 2 
EEN stëm Zë ketegen? = a, = 0,031 2814 2: "| 7 0,0142329 ° > nn 
y-+ta [= 0,028 528 IR E eani i = 0,0310522 a. Ä = 0,0169724 em, 


Die außerordentlich geringfügigen Schwankungen der Größen s 
und 5, innerhalb der Querschnittsbreite zeigen, daß trotz des vereinzelten 
Angriffes des Kräftepaares M, die Spannungsverteilung vollkommen 
gleichmäßig ist. 

Als Durchschnittswert für die Feldbreite B = ? a = SÅ erhält man 


die Größen n 
s= +F 1o, 0312186 + 0,031281 4) 2 —— 


- Fo. Fo. 
A a 


Bei dem einfachen Balken von der gleichen Breite, welcher an beiden 


M S 
Enden durch Kräftepaare + u beansprucht wird, ist aber der Ein- 


heitswert des Biegungsmomentes ebenso 


-mM M n- M, 
Sgr ee ee 


Die vollständige Übereinstimmung der Beanspruchungen bei der 
Pilzdecke und beim stellvertretenden Balken wird hiermit von neuem 
bestätigt. 
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Die Formänderungen zeigen auch das gleiche Bild. Die mittlere 
Neigung der Platte im Bereiche der Grundfläche des Stützenkopfes wird 
durch den Winkel 


SC 1 8,8, 2 SE wen E 
en BEE (47%) 702 ` £ es 
C£ ZEN A Ay N 
gemessen. Beim einfachen stellvertretenden Balken ist andererseits 
lIR M, „M, e 
Mr = {= ALOK =x + 4N = + 0,25 N . (€) 


Die beiden Zahlen w, weichen so wenig voneinander ab, daß sie als 
gleichwertig zu betrachten sind. 
Faßt man den Einfluß der Belastung + — ? und denjenigen des Bie- 


gungswiderstandes M, zusammen, so liefern ie Formeln (c) und (d) 
für die wirkliche Neigung der elastischen Fläche über dem Stützenkopf 
das Maß 1 / pa? 1 

E d, (e) 


meiir Ss 
Es muß jetzt noch der Einfluß des Kräftepaares M, auf die Be- 
anspruchung und Formänderung der Säulen untersucht werden. 
Ich bezeichne mit 
H° die Höhe der oberen Stütze, 
J? das Trägheitsmoment ihres Querschnittes in bezug auf die 
-+ y-Achse; 
und ebenso mit 
H” die Höhe, 
J” das Trägheitsmoment der unteren Stütze. 
Es sei weiterhin 
M“ das Moment am Kopfe der unteren, 
Me das Moment am Fuße der oberen Säule. 
Der Verlauf der Biegungsmomente in den Stützen läßt sich durch 


die Gleichungen z 
=whı— 2), 

zu 
-w(1-5) 


darstellen: die Bedeutung der Ordinaten z”, =“ und der Maße 7°, j" 
ist hierbei aus Abb.104 ersichtlich. Diesen Momenten entspricht eine 
Drehung der elastischen Linie am Fuße der oberen Säule um den Winkel 


ot SI =Z 
-E P () 
und eine Drehung am Kopfe der unteren Säule um 
2 Mu H! ( =) 
aiie = er 3— Fl (g) 
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Es ist andererseits 
+ MM, 


und da infolge der starren Verbindung zwischen oberen und unteren 
Säule 


w’ = wt 
sein muß, so ergibt sich 
Mo = M, - LF ASE =) Be 
Je Lä (3, — A") - ae Ju a Gr - H’) id , 
Me = M- — 8 ‚Je Pi Gr SN (h) 


J’ r (3 P— H’) + Je Pi af — H") äi 


In diesen Formeln sind die Größen j° und f’, welche den jeweiligen 
Abstand des Momentennullpunktes und also auch des Wendepunktes 
der elastischen Linie von der 
Mittelebene der Platte festlegen, 
vorerst unbestimmt. Sie hängen 
von der Anzahl und der Höhe 
der Geschosse, von der Steifigkeit 
und Belastungsart der über und 
unter der Platte befindlichen 
Decken ab. Für die Ermittlung 
der Grenzwerte dieser Größen 
kommen, je nachdem die bela- 
steten Felder in allen Geschossen 
übereinanderliegen oder die Last- 
verteilung von Geschoß zu Ge- 
schoß wechselt, die beiden fol- 
genden Fälle hauptsächlich in 
Betracht. Der erste Grenzfall ist 
in Abb. 105, der zweite in 
Abb. 106 dargestellt. Die Mittel- 
linien der Stützen bilden nach 
der Ausbiegung regelmäßige Wel- 
lenlinien; im ersten Falle weist die Stütze in jedem Geschoß eine 
doppelte, im zweiten eine einfache Welle auf. 

Setzt man, um die Untersuchung zu vereinfachen, eine unbegrenzte 
Anzahl von Geschossen, die die gleiche Geschoßhöhe und den gleichen 
Säulenquerschnitt in allen Stockwerken haben, voraus, so zeigen alle 
Geschosse die gleichen Wellen. 

Im Falle I (Abb. 105) liegt der Wendepunkt der elastischen Linie 
in halber Stützenhöhe, und es ist 


Abb. 104. 


H 
Perez 
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und entsprechend der Bedingung 
Ëer gl eg e H= H-H: MW = W — IM, 
L M 


m?’ = ol = Wy = 


2 EJ, 


LEES 


EAN 


Abb. 105. 


HESE REN gege 


| 
u A EE 


ULI) 
egenen 
EE 


Abb. 106. 


Im Falle II (Abb.106) entsteht überhaupt kein Horizontalschub: 
die Säule ist frei von Querkräften, und das Biegungsmoment bleibt auf 
der vollen Stützenhöhe unveränderlich. Es ist dann 
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1 
ma BR Œ) 
Wird nunmehr die Gleichheit der elastischen Drehung der Decke und 


der Säulen mit Hilfe der Formeln (e), (i) oder (k) ausgedrückt, so erhält 
man für den Grenzfall I die Beziehung 


1 [pæ W) 1 M, 
CA eege e bet ar 
oder e wu 
H pen ap r 9 
M, we eg ` (142) 
Edi 
für den Fall II hingegen 
1 (pe _ e WEN 
N\6 CS 2. 
2 ma 
M, = er (143) 
N 
sl sz) 


Die Gleichungen (142) und (143) zeigen beide, daß der Widerstand 
der Stützen um so beträchtlicher wird, je kleiner die Geschoßhöhe und 
je steifer die Säule im Vergleich zur Decke ist. 

Die Formel (142) liefert den höheren Wert M, und kommt daher 
in erster Linie für die Querschnittsbemessung der Stütze in Betracht, 
während der aus der Formel (143) zu entnehmende kleinere Wert M, 
für die Ermittlung der größten positiven Feldmomente der Platte 
benutzt wird. 

Das Maß der Wirksamkeit der Stütze wird durch das Steifigkeits- 
verhältnis NH m? 13H 

Ag, mi BJ 
bestimmt. Ist der Stützenquerschnitt ein regelmäßiges Achteck, welches 


von einem Kreis mit dem Halbmesser R, umschrieben wird, so gilt für 
das Trägheitsmoment J, (ohne Rücksicht auf die Eisenbewehrung) 


die Formel J, = 0,6381. Ri. 
Setzt man 
m? SS 100 
CES 9’ 
so wird 


HR’ 
u = 0,143512 e: 


s 


Marcus, Platten. 21 
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Um das Steifigkeitsverhältnis zahlenmäßig auszuwerten, wähle ich 
als Beispiel aus einer guten Ausführung die Maße 


Rig 
= 4q 
= = 3,197 
und ermittle 
u = 0,459. 
Die zugehörigen Werte M, sind im Falle I 
STE 
2 pa En 
M. = EE 2 pa? 
Pes 3: 0450 0,5792 pa?, 
im Falle II 
2 
Leg EE = 5 3 
Ms 3 110459 0,4568 pa 


Der erhebliche Unterschied zwischen diesen beiden Werten beweist, 
daß die Anstrengung einer Decke und der zugehörigen Stützen auch 
durch die Belastung der oberen und unteren Geschosse wesentlich 
beeinflußt wird. 

In dem vorliegenden Beispiele werden die auf S. 307 ohne Rück- 
sicht auf den Biegungswiderstand der Säulen errechneten größten 
positiven Momente der belasteten Felder 

Sz = 0,34322 pa? 


bei der Lastanordnung II um das Maß 


auf den Wert 
Se = 0,22902 pa? 
herabgemindert. Ebenso werden die vorhin ermittelten größten nega- 
tiven Feldmomente der unbelasteten Felder 
Sz = —0,18346 pa? 
bei der gleichen Lastanordnung auf den Wert 
Sz = — (0,18346 — 0,1142) = —0,069 26 pa? 


zurückgeführt. Bei der Lastanordnung I genügen die durch den Säulen- 
widerstand hervorgerufenen Zusatzmomente 
1 mM, 


=, = 01498 pa, 
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um die ursprünglichen negativen Biegungsmomente auf das gering- 
fügige Maß 

Sz = — pa? (0,18346 — 0,1498) = — 0,033 66 pa? 
herabzudrücken. 

Die außerordentlich günstige Wirkung des Widerstandes W, für die 
Platte hat aber auch eine verhältnismäßig hohe Beanspruchung der 
Stützen selbst zur Folge. Die Tragfähigkeit der Pilzdecken hängt wesent- 
lich von der Ausgestaltung und Querschnittsbemessung der Säulen ab, 
und es ist daher notwendig, auf die Anstrengung der Säulen mindestens 
in gleichem Maße wie auf diejenige der Platte zu achten. 

Da es bei schlanken Stützen, vor allem in den oberen Geschossen, 
kaum möglich ist, ohne eine Querschnittsverbreiterung das Moment W° 
am Säulenfuß aufzunehmen, so wird man häufig gezwungen sein, die 
obere Säule an die untere Platte gelenkartig anzuschließen. In diesem 
Falle wird 


DI 
ge — 0. Mm, Mom, GER Ge 
Die Bedingung w“ = w, liefert dann 
ee, (144) 
rn DESCH 
ar EJ“ 


Für das Steifigkeitsverhältnis u = 0,459 erhält man beispielsweise 
M, = Me = 0,414 pa?, 
während im Belastungsfall I der Höchstwert 


Me = 4 M, = 0,2896 pa? 
war. 

Durch die Anordnung von Fußgelenken werden also die Biegungs- 
momente der Stützen in der unteren Hälfte vermindert, in der oberen 
wesentlich vergrößert; bei schlanken Säulen wird man daher auf eine 
starke Erweiterung des Stützenkopfes nicht verzichten dürfen. 


$ 34. Die Näherungsmethoden zur Berechnung der 
trägerlosen Decken. 


Um die Untersuchung der trägerlosen Decken zum Abschluß zu 
bringen, ist es noch notwendig zu zeigen, wie die bei der Berechnung 
von Platten mit unendlich vielen Feldern bisher erzielten Ergebnisse 
benutzt werden können, um auch bei Decken mit beschränkter Felder- 
anzahl auf möglichst einfachem Wege die Durchschnitts- und Grenzwerte 


der Biegungsbeanspruchungen zu ermitteln. 
21* 
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Ich wähle als Beispiel eine Decke mit sieben Feldern in der Längs- 
und fünf Feldern in der Querrichtung (Abb. 107) und bezeichne mit 
Mir, Merr, Merr den Gesamtwert der Spannungsmomente sz für die 
volle Feldbreite der Längsreihen J, JZ und III. Setzt man zunächst 
gleichmäßige Belastung der ganzen Deckenfläche voraus, so ist aus den 
früheren Untersuchungen 
bekannt, daß 


Mer > Mar > Men 


sein muß. 

Würde die Decke in der 
Querrichtung bei sonst 
gleichartiger Stützenteilung 
unendlich ausgedehnt sein, 
so würde in allen Längs- 
reihen das gleiche Moment 
M, entstehen. Wir wissen, 


Abb. 107. daß M> Mr 


ist; da sich jedoch der ideelle Grenzwert Dt, und der tatsächliche Höchst- 
wert M,, nur unwesentlich voneinander unterscheiden, so darf in erster 
Annäherung M, = M, gesetzt werden. 

Dieser Grenzwert I, ist aber, wie vorhin nachgewiesen, nichts anderes 
als das Biegungsmoment eines stellvertretenden Balkens, dessen Quer- 
schnittsbreite der Feldbreite l, gleich ist. Die statische Eigenart dieses 
Balkens ist besonders dadurch gekennzeichnet, daß er biegungsfest 
sowohl mit den ober- als auch mit den unterhalb der Decke befindlichen 
Stützen verbunden ist und daß seine tatsächliche Belastung und seine 
freie Spannweite durch die Ausladung des Säulenkopfes vermindert 
sind. Die Berechnung dieses mehrstöckigen Rahmengebildes ist der 
Gegenstand der nachfolgenden Untersuchungen. 


p 

N 
D 
Zu 
D 
u 


BP 
OO 
a 


$ 
s 
A 
I 
A 
G 
A 


S 
e 
& 
S 
ES 


p 
p 
p 


D 07 
= 
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T 
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l. Die Grundgleichungen des stellvertretenden 
Rahmens. 
Ich gebe den in einer Flucht liegenden Stützen die Ordnungsziffern 
0,1,2,3...m...%»—]1,n und bezeichne mit 
lm den (in der x-Richtung) gemessenen Abstand der Stützen- 
mittelpunkte im mta Felde, 

Jm die Belastung der Flächeneinheit der Decke im outen Felde. 

Es bedeute wieder 


d, die Seitenlänge der Grundfläche des Säulenkopfes (Abb. 108 
und 109). 
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Auf die Durchbiegung der Platte hat allein die außerhalb dieser 
Grundfläche aufruhende Belastung 

Om = Im (ln l ES do) (145) 

Einfluß; um sie von der gesamten Auflast des Feldes besser zu unter- 

scheiden, möge sie als wirksame Belastung bezeichnet werden. 


Abb. 108. 


Neben dem eigentlichen Stützenabstand lm kommt für die Pilzdecke 
die freie Spannweite lm, nämlich diejenige Feldlänge, innerhalb 
welcher eine Verbiegung der Platte eintreten kann, in Betracht. Nimmt 
man an, daß die eigentlichen Stützpunkte k mit dem jeweiligen Schwer- 


Abb. 109. 


punkt des halben Stützenkopfes zusammenfallen, so erhält man bei- 
spielsweise bei einer quadratischen Grundfläche für die freie Länge im 
Einklang mit Abb. 109 das Maß 


l i L d 
lm = Inn = 5% Fr Im (1 or, ze) = In Ha: (146) 


Auf dieser Strecke möge die wirksame Belastung gleichmäßig ver- 
teilt werden. Die spezifische Belastung g,, des stellvertretenden Rahmens 


ist demgemäß S i 
l S Im = Qn Ges Im (ly ln Ze do) =e Im ly D SE ds ) 
S Im lmn Mia Him 


(147) 


Y Im 
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Beim Anschluß des Balkens an die Säulen treten als innere Wider- 
stände am rechten Ende des m®*? Feldes das Stützmoment A, und die 
lotrechte Scherkraft U/,, am linken das Stützmoment A a und die 
Scherkraft U/,_, auf; der Balken wird außerdem durch die wagerechte 
Axialkraft D,, beansprucht. 


Zwischen den Größen Xm, Um, Xm-1, Un-ı und Qn bestehen die 
a a 
eng Xm — Xm- 1 Ee L Xm E Xm- e 
m-1 = ER +- ge H 2 E? Ba EE A Ee . 
GE 29 ege Im 


Die EE des Balkens folgen innerhalb der Grenzen 
x = +} ln der Gleichung 


m Im r 3 O 1 d rr 
M, = Zo er (2l — ln) — a? + (an. vk Salt S (Xm—Xm-1)- (148) 
In diesem Bereich ist die Steifigkeit des Balkens 
Em An S 
m T T th 


Außerhalb dieses Gebietes kann der Balken, da er völlig von den Stützen 
gefaßt ist und sich nicht verbiegen kann, als starr angesehen werden. 

Beachtet man noch, daß die Stützenmittelpunkte keine lotrechte 
Verschiebung erfahren, so erhält man für die Neigung der elastischen 
Linie am linken Ende den Wert 


+17, 
, Il. éi 
Reif > E N, IS oe: m, are? 
SI? (A0) 
bag: e 5 Lia? — gl + Im-ı(3 + vil | 


und am rechten ebenso 


+m 
d L Refla, l Es Er 
Om = a, GO ( SE d dæ = Fin el — 2 ln) 
4 


d SS á 
+ KE ECKE m) + Xn-ı(8 — vidl} ` 


Der Verlauf der Biegungsmomente längs der mt? Stütze und ihre 
Formänderungen lassen sich in ähnlicher Weise darstellen. 

Werden wie im letzten Abschnitt mit Me und M! die Biegungs- 
momente der Säule unmittelbar ober- und unterhalb der Balkenachse 
bezeichnet und für die Momentenlinien die Ansätze 


w-,(1-#), Me = Mu 1-5) (150) 
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benutzt, so wird wieder durch die Winkel 


m LL Se 2, H«\ 
9? Ex m H°|\3 ee w _ m u | BE 151 
» OS | p ) T T i a f } BC 


die Neigung der elastischen Linie ober- und unterhalb des mta Knoten- 
punktes festgelegt!) (Abb. 110}. 

Die vier Kräftepaare E, X”, I 
Ma M2, welche an diesem Kno- 
tenpunkte angreifen, müssen der 


C Aë, 

Kn- KM HM) =0 (152) 

genügen. 
Zwischen den Winkeln Om, | wm 

Wm, W2, @%, besteht andererseits Ki 

infolge der starren Verbindung 


H2 


zwischen Balken und Säule die 3 
Beziehung i 
Om = Om = Oh | (153) 
= oh = Ga, l 
Hieraus folgt im Einklang mit =-— 
den Gleichungen (149) und (151): ADD, 120. 
i NL Se m r 
EE 
EI Ni e An DE U 
m ease e aer Joe (ur m) Gin (3 +ym)]— KE (Le 2 Il, 
E A SCH (154) 
ws) 
P 
MË Seege GEJ"On 
m E Hin S 
H (3 ee: ) 


Ich führe diese Werte in die Gleichgewichtsgleichung (152) ein und er- 
halte nunmehr die einfache Beziehung 


1) Diese Formeln sind unter der Voraussetzung abgeleitet, daß die Knoten- 
punkte in wagerechter Richtung unverrückbar sind; eine Annahme, welche für 
die hier in Betracht kommenden symmetrischen Tragwerke mit symmetrischer 
Belastung genau zutrifft und auch in den meisten übrigen Fällen als zulässig an- 
gesehen werden darf. 
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N1,[o, -1° Im + Om Pan 7 Omt Omal 
wobei SS de [Qm (ln + do) — On+ıları RS dl : 
3— Ym l 
Gm m a 1 
Y'm m d (155 


3+tym l Sg 1 , 682P E _ 1 

wë, KL" pa ba ` Zb H Sr- 
ei f 1 
Tr, Dr 3 — Hp" 


Sind aus dieser Gleichung die 
Winkel œ ermittelt worden, so lassen 
sich mit Hilfe der Formeln (154) die 
Stützenmomente errechnen, und hier- 
mit ist die Aufgabe gelöst. 

Die Verwertung der Gleichungs- 
gruppe(155)setztallerdingsdie Kenntnis 
der Maße f’ und f? voraus. Diese Größen 
sind im allgemeinen bei jeder Stütze 
und bei jedem Geschoß verschieden und 
hängen nicht allein von den Längen- 
und Steifigkeitsverhältnissen der Balken 
und Säulen, sondern auch von der je- 
weiligen Belastungsart ab. 

Es ist jedoch möglich, für f’ und f” 
_ Näherungswerte mit einer praktisch 
. völlig ausreichenden Genauigkeit von 
vornherein anzugeben. Um die Richt- 
linien für die Schätzung an einem Bei- 
spiel zu erläutern, will ich jetzt die für 
ein mehrgeschossiges Gebäude in Frage 
- kommenden Fälle näher beleuchten. 

Fall I. Die oberen Säulen fehlen, 
die unteren sind sehr schlank und mit 
Rücksicht auf ihre geringe Biegungs- 
festigkeit mit Fußgelenken versehen. 

Die oberste Decke I in Abb. 111 
entspricht diesen Bedingungen. Ihr 
Zustand ist durch die Größen 
r= p-r, 

O 2 Las L.S 1 3 BJ“ (156) 
m SCH SE? 


Yn Im VH lm+1 N, H" 


gekennzeichnet. 
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Fall II. Die oberen Säulen sind so schlank, daß ihr Biegungswider- 
stand außer acht gelassen werden darf, die unteren Säulen sind ein- 
gespannt. 

Dieser Fall kommt für die zweitoberste Decke (II) in Betracht; da 
die unteren Stützen durch mehrere Geschosse geführt und in jedem 
Geschosse verstärkt werden, ist die Annahme einer festen Einspannung 
genügend gerechtfertigt. 

Die zugehörigen Steifigkeitszahlen sind 


Fu, 
f=3H", S 
` Siwe. 3+tyaı 1 ZE | (157) 
` Werter 7 | m 


2 KSE 3 T E u... 
Um Im Wmi Im+1 N ly a" 


Fall II. Die oberen Säulen sind an die obere Decke gelenkartig 
angeschlossen, die unteren in der unteren Decke fest eingeklemmt. 

Diese Bedingungen dürfen am ehesten für das Rahmenwerk der 
Decke III zutreffen: die Voraussetzung der gelenkartigen Ausbildung 
der oberen Stützenköpfe ist zwar nicht erfüllt, sie darf aber, da sie eine 
ungünstigere Beanspruchung der mittleren Decke zur Folge hat, wohi 
zugelassen werden. 

Den vorstehenden Annahmen entsprechen die Werte 


ben Er, 
Vë Zeit, 158 
Ste l 34ga I „32% ame | Y 
mt Ton a NET SÉ 


Fall IV: Die oberen und die unteren Ständer sind am Kopfe bzw. 
am Fuße eingespannt. 

Diese Voraussetzungen gelten am besten für die unteren Decken, 
vor allem für die Kellerdecke mit ihren kräftigen Stützen und Funda- 
menten. Die entsprechenden Maße sind 


E eg E H, 

d fe (159) 
CS 3 + Yn l 4 3+ Hie) a 4EJ 4EJ% 

e wé Tn gt kasi NLH" NAE 


Um die Brauchbarkeit der verschiedenen Voraussetzungen zu prüfen, 
werde ich in dem nachfolgenden Zahlenbeispiel die Größen w für die vier 
vorstehenden Fälle errechnen. 
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2. Beispiel. Der siebenfeldrige Rahmen. 


Der stellvertretende Rahmen für die Längsreihen der in Abb. 112 
dargestellten Decke besteht aus sieben Feldern mit der gleichen Spann- 


weite l, =l. Es sei: 3.1207 
y H 
d = 0,21, 
V = 0,91, 


Abb. 112. 
Es ist also 
, 0 — 0.23) Ki 
dh = Q = Q; = Q; = ne ESA = 0,87272 9,1? 
„A 0,2) GER 
Q = Q = Qe = Gef 3-3 = 0,872729,? = a Hi 
3 nt 2 
SCH = 2,7037, 
3 + y? 
EW _ 4,7087 
ei 


a) Die Ermittlung der Stützenmomente. 
Fall I: Ich wähle als Steifigkeitsverhältnis die Zahl 


ne 
N, 6' 
Die zugehörigen Beizahlen der w-Werte in den Elastizitätsgleichungen 
sind 
2,7037 


O = Xa = Qg = Ay = X Ges Dass a 


w Z 
nn Bm Ben Bm 240814 et ale T 
Für die Außenständer kommen infolge ihrer geringeren Belastung 
andere Querschnittsverhältnisse als für die Innenständer in Betracht. 
Um eine übermäßige Biegungsbeanspruchung zu vermeiden, empfiehlt 


es sich, die Außenstützen als Pendelgelenke auszubilden. Setzt man 
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demgemäß für die Säule (0) und (7) J” = 0 und im Hinblick auf die 
links bzw. rechts fehlenden Felder lọ = l4 = œ, so ergibt sich 


4.7037 
NET 
Die Elastizitätsgleichungen lauten nunmehr: 
Ran ERBE 1,2-Q, 17 
4,7037 w, + 2,7037 w, = — N,” 
, e Sc = 1,217 
2,7037 oe + 10,1574 0, + 2,7037 w, = — T yg (e — Q). 
2N 
Sr 2 2 1217 
2,7037 œ, + 10,15740, + 2,7037, = — 7-4 — Q), 
Geer 
epa Ka re 1217 
2,7037 wa + 10,1574 w + 2,7037 o, = = Ir (% —Q)): 
7 a 
SC E S 1217 
2,7037 os + 10,1574 o, + 2,7037 œ; = = 7 Ir — Qə), 
ed 
ee goe 1217 
2,7037 0, + 10,1574.0; + 2,707, = — —7-(& — Qi)» 
by 
ee E 1217 
2,7037 w; + 10,1574 one + 2,7037 w, = — FL (Qi — Q»), 
7 nos 1217 
2,7037 w 4,7037 ie ech ( -Q)- 
Es ist leicht zu erkennen, daß aus Symmetriegründen 
Blo Saba D, m — Wia Oz = — O5, en 
sein muß. 


Ist beispielsweise =g 


und schreibt man zur Abkürzung 
0,87272gľ =Q, 


so erhält man die folgenden Bestimmungsgleichungen: 


ul 
Q 
fe 
Q 


CO d 
4,7037 w, + 2,7037 w, = —2- Q x d > 


2,7037 œ, + 10,1574 w; + 2,7037 w, = +1- = 


ara) 
Wer i 
(l 


QU (L+ do) 
2 7 2,7 = — l. geg 
2,7037 œ, + 10,1574 w + 2,7037 oe l IN E 


TEN 
2,7037 o, + 7,4537 o; BERN, us 
ge y 
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Ihre Auflösung liefert: 


o = —0,613033 LRA 
o = —0,326783 ZEN, 
w, = —0,244779 SE 
ws = +0,222951 a o) 


Für die Stützenmomente ergeben sich entsprechend den Formeln (154) 
die Werte 


m 

I =A L do) 9 12037 i Er 

OU + d) y (Zit x)= e H - 1,99782, 
X=- EECH 
Ze HEN 1078 | p EE 

og + +4) 3 + äi 2, 1,35963, 
xX; = 2 1,45143 | S 

AU = Kä 
X = -— ———- 1,6131 

i 12 i I Z d. _ 

ET zum EN Aessen, 

Ke bes giereg To 1,554 100 ge = 


Zum Vergleich will ich auch für den Grenzfall J“ = 0, d. h. für einen 
auf Pendelstützen freibeweglich gelagerten durchgehenden Balken die 
Stützenmomente bestimmen. 

In diesem Fall ist Xm = In = Xn - 

Die Elastizitätsbedingung Om = @m wird im Einklang mit den 
Formeln (d) durch die Beziehung 
Xm-1(3 — y?) + ERIC + P) LE y?) =— AU Lg (Amt Qm+1) 
ausgedrückt. 

Für das vorliegende Beispiel mit den Beizahlen 

3 — y? = 2,19, 3 + y? = 3,81 

gelten demgemäß die Gleichungen 
Q 


7,62 X, + 2,19 X, = — (2 +1) Š (0+ do), 
2.19%, +7,23, +29, = (1 SR dJ, 
Q 


2,19 X, + 7,62 X; + 2,19 X, = — (2 +1) Š (l + do) 
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Hierbei ist aus Symmetriegründen X, = X 
Diesen Gleichungen genügen die Größen 


E Q(U + do) 
X, = -1,972836 
X, = — 1,354789 —— QU E do) > 
12 
X, = — 1,532416 SEN 3 
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Der Unterschied zwischen jer Werten Xm und den zuletzt er- 


mittelten Durchschnittswerten —— 
geringfügig. 


Fall I. Es sei wieder 


mithin 


nr ist, wie man sieht, äußerst 
EJ 1 
N, 6 
APP Y L 2 
= — Sg —_.— = 1 
y, mie: 


Die Beizahlen der w-Werte sind 


= F-41031 A He 


(e 3 
10,4074 


a 


Die Elastizitätsgleichungen lauten also: 


Sie liefern 


REED 


4,7037 oe + 2,7037 en = — 


4 i d 
2,7037 w, + 10,4074 œ + 2,7037 w, = +1 E g orata d. 
TO id 
2,7037 œ, + 10,4074 0, + 2,7037 œ; = E 
"UO 1 d 
2,7037 ee + (10,4074 — 2,7037) oe = +1 SEN. 
zung QUU do) 
©, = — 0,605578 ENL ’ 
QUU + do) 
On = -T 0,313 813 er, H 
un, QUU ++ do) 
= —().239 Le 
[OP 0,232534 2N, ’ 
QUU + do) 


Da = +0,2 
W = +0,211418 2NI, 
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und weiterhin im Einklang mit den Formeln (154): 


X = —2,16122 SES, 
; + | 
SC + X7) = — 2,0030 LC E4 
X? = — 1,84738 — SET a |> S 
Gre? Ee do) 
Á He © ? 5 | 
OU + do) z (X LI —1,36157 ( + d 
X a LATE | 3 z 
i 12 
KI = — 1,634 25 Q(U- do) 
12 1 Géi be SÉ: Z. 605 un OU dl 
Ql ++ do zl 5 + x5) 572 aD 


Der Vergleich zwischen diesen Werten und den für den Fall I er- 

rechneten Stützenmomenten zeigt, daß bei gleichem Steifigkeitsver- 
EJ” 

hältnis —— N, trotz der abweichenden Maße f“ die entsprechenden Größen 
Xm und Xm in beiden Beispielen recht gut miteinander übereinstimmen. 
Die Feststellung des genauen Wertes f“ ist also für die Beurteilung der 
Biegungsbeanspruchung des Balkens nicht unbedingt erforderlich. 

Das Steifigkeitsverhältnis ist hingegen für die Spannungsverteilung 
eher von Bedeutung. 


Fall IN. Um die Wirkung der größeren Steifigkeit der Stützen zu 
beleuchten, sei jetzt 
EJ“ i EJ? 1 
"CS: 0 mE 
gewählt. 
Entsprechend den Annahmen 


p=, f=} H" 


wird 
p | GEP) 38 EB Cl 13,1574 
FI "e Nọ, H ZE Sei FT 
Im übrigen ist wie vorbin 
2,7037 
& = e 
I 
Aus den Elastizitätsgleichungen 
4,7037 oa + 2,7037 w = —2 = £ + %) ; 
2NL 
or (l + do) 


2,7037 w, + 13,1574 o, + 2,7037 0, = +1 


ENL °’ 
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2,7037 on + 13,1574 w, + 2,7037 0, = —1 = u Se 


2,7037 ©, + (13,1574 — 2,7037) o, = + ZEE 
IER 


erhält man nunmehr 
w, = —0,551 608 CEC E d) 


IN, ’ 
w, = +0,219920 REH + dho 3 ) 
o= wiem EEE 
os = BE SE Sn 


Die zugehörigen Stützenmomente sind: 


X, = —2,45694 ee do) 


E 


Xy = 1,0322, C EN 


E wn EH 


l 
5 (Xi + X) = —2,04459 GE 


1 
ou r A4 z+ X) =—1 sat, SS, 
Xy = —1,66295- 2 | j Š 
X; = — netz i o F 
m Läit X3) = —1,75150 — — ( + d 
GEN = —1,73173 we wol 2 
Fall IV: Nimmt man hingegen bei sonst gleichen Steifigkeitsver- 
hältnissen ò z= 2 H° be = 2 HN 
3 H 3 


an und demgemäß 
1 ty’) 4EJ? V 4EJ“ V] _ 13,4074 


p= 


TU y NM Pe ya F 
so liefern die Elastizitätsgleichungen die Werte 

g QU (l + do) 

Da = —0,548311 Cem d 
„ QUU + do) 

w, = -+0,214185 ei 
QU (L+ do) 

w = —0,143950 — EE 2L. 
QU (L + do) 


w = +0,129787 Ze 


12Ni, 5 
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| X; = 247501 2 +9) 
Er IN + of —2,04663 CCEA), 
X? = —1.61826 2 ozaj? i e 
` 2 
X; = —1,09801 H +a) oc d) 
PTI E l (X,+ XY) = —1,38591 , 
K = —1,67381 pe 
e TEE OU do) 
X LH OZ du 
+ em = —1,75957 2 dd 
S SE ) H 12 ` 
X? = —1,74043 = 


Der Vergleich zwischen den Stützenmomenten der beiden Fälle 
III und IV bestätigt von neuem, daß die Wahl der Maße Z f für 
die Beurteilung der Anstrengung des Balkens von untergeordneter 
Bedeutung ist. 

Indessen zeigt die Gegenüberstellung der Ergebnisse für die Fälle I, II 
einerseits und die Fälle II, IV andererseits, daß die Verstärkung der 
Steifigkeit der Säulen eine entsprechende Vergrößerung der Stützen- 
momente zur Folge hat. Während aber das Maß für die Steifigkeit 
der Säulen 5,0 vp CH Nä 

N, Sr Dn" N, Sri E 
in den Fällen II und IV von 1,0 auf Za ëmge ist, sind beispielsweise 
die größten Stützenmomente X; nur 


von -—2,16122 auf -—2,47501 Q —— 


Che, 


also nur um etwa 15% gewachsen; die BE Erhöhung ist 
bei fast allen anderen Momenten noch kleiner. 
Wichtiger sind die Unterschiede zwischen den eigentlichen Säulen- 


momenten gie + ME = E X. 
Es ist nämlich 
im Falle I: Xy — X; = +0,24509 Zen SEN 
im Pole I: MM X-+0 EK 
im Falle II: Xy — X; = +0,82470 2 Ge + do) 
dr 


im Falle IV: ui Xi = +0,85675 - s 
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Der Biegungswiderstand der Säulen hat also fast im gleichen Maße 
wie ihre Steifigkeit zugenommen. 

Aus den vorstehenden Feststellungen wird man schließen dürfen, 
daß, um die Tragfähigkeit des Rahmens sicher zu schätzen, es in erster 

u 

Linie notwendig ist, die richtigen Steifigkeitszahlen = wnd SCH in 
Rechnung zu setzen, und daß es im übrigen für die Brauchbarkait der 
Untersuchung völlig unbedenklich ist, bei den schlanken Stützen der 
oberen Decken die Voraussetzungen der Fälle I und II und bei den 
starken Stützen der unteren Decken diejenigen der Fälle III und IV 
gelten zu lassen. 


b) Die Verteilung der Momente M, in der X—Z-Ebene. 


Der Verlauf der Momentenlinie innerhalb des m" Feldes läßt sich 
auf Grund der Gleichung (c) wie folgt darstellen. 
Ich trage in Abb. 113 die Strecken 


AA, = Ai; BB, ei Kai 
und von der Mitte C der Verbindungslinie A, B, aus die Strecke 


rn — Im In In SS Qm In 
Gate geg? 
auf. = 
Die Geraden DA, und 
DB, kreuzen in den Punk- 
ten E, und F, die im Ab- 
stande > vom jeweiligen” Ñ 
Säulenmittelpunkt stehen- 
den Lotrechten EE, und 
FF, . Die Verbindungslinie í \ 
E,F, schneidet die Gerade eg irm 


"e 
| 


\ 

N / 
CD im Punkte K,. Durch VK? 
Halbierung der Strecke x | 2 
K,D wird der Punkt K, Y 
bestimmt. Man kann sich 2 
leicht überzeugen, daß Abb. 113. 


NT m d, 
oi 


ist und daß daher K, ein Punkt der gesuchten Kurve sein muß. 
Innerhalb der freien Länge /, = EF ist die Momentenlinie eine 

Parabel: von der letzteren sind die Punkte E,, K,, F, und die beiden 
Marcus, Platten. 22 
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Tangenten E,D D, F,D bereits ermittelt. Die Kurve E, Ks, F, läßt sich 
also leicht aulreichnen. Die Strecken KK», BE,. FF, stellen die end- 
gültigen Werte der Biegungsmomente in der Mitte des Feldes und an 
den Rändern E, F der eigentlichen Stützfläche dar. 

Entsprechend der Formel (148) kann man im übrigen auch die Werte 


do 


ses l DI r 
EE, = GG -tin = Qn EJ bi z Km- + Y) + Xn —y)], 


Ge do rr 
FF, ka (UA. +4. T Qng + SER + y) + Im-ıll a HIN 


unmittelbar errechnen. 

Da der Auflagerwiderstand der Säule in der Wirklichkeit nicht in 
dem Mittelpunkt S vereinigt, sondern stetig über die Stützfläche EF 
verteilt ist, so muß auch in diesem 
Bereiche die Momentenlinie stetig 
gekrümmt und nicht durch Geraden 
begrenzt sein. Um die Gestalt dieser 
Kurve zu bestimmen, ersetze ich die 
auf die Hälften FS und SE der Stütz- 
fläche entfallenden Auflagerwider- 
stände durch die beiden lotrechten 
Einzelkräfte P, und P, (Abb. 114). Ist 


SS = In, Aë Xu, 
so bilden die drei Geraden F.S, SE, 
LR das zu den Kräften P, und P, 
gehörige Seileck und stellen zugleich 


die Tangenten der Kurve F,S,E,, 
welche die drei Berührungspunkte 


el verbindet, dar. Der Verlauf der 
Abb. u 4 Momentenlinie ist hiermit hinreichend 
festgelegt. 


Durch den Schnittpunkt T, der äußeren Tangenten F,$, SE, wird 
auch die Lage der Mittelkraft P der lotrechten Auflagerwiderstände 
bestimmt. 

Nach diesem Verfahren habe ich für den Fall III die Momenten- 
linien der linken Hälfte des Rahmens ermittelt und in Abb. 115 auf- 
getragen. 

Da die größten Momente in der Nähe eines Stützpunktes dann ent- 
stehen, wenn die beiden angrenzenden Felder voll belastet werden, 
habe ich unter den gleichen Voraussetzungen hinsichtlich der Steifig- 
keitsverhältnisse auch den in Abb. 115 rechts dargestellten Belastungsfall 
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Abb. 115. 
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d = Q = Q; = Ha = Q: 2Q 


I 


untersucht 1). Q= Q= 
Die zugehörigen Stützenmomente sind: 
X; = —2,89903 NT ad = 1,390 SEN 
ie — 2,60069 Er , Eis -1,07679 SR d. 
2 — 1,32539 - SE TI Be 
Xy = —1,16535 SKS SS, 


Der Verlauf der Momentenlinie wird in der rechten 
Hälfte der Abb. 115 veranschaulicht. Die Kurve für 
das Bereich des Stützpunktes (1) ist in größerem Maß- 
stabe in Abb. 115a eingezeichnet. Die letztere zeigt, 
daß die wirklichen Biegungsmomente den Höchstwert 
Xm oder Xm nicht erreichen und daß das größte 
Stützenmoment auch außerhalb des Säulenmittelpunktes 
auftreten kann. 


c) Die Verteilung der Momente Wi, in der 
Y—Z-Ebene. 


Die Momente WM, des stellvertretenden Rahmens 
sind als Grenzwerte zu betrachten, die sich von den 
wirklichen Spannungsmomenten eines Feldes um so 
mehr unterscheiden, je näher sich dieses Feld den zur 
kéiert gc) x-Richtung parallelen Rändern befindet. 

Bei den inneren Längsreihen /und ZI der Abb. 107 
ist die Abweichung zwischen den Werten Wer, Mzır 
und Wè, so geringfügig, daß sie nicht beachtet zu werden 
braucht. Um die Rechnung zu vereinfachen und im 
Hinblick auf die größte Sicherheit empfiehlt es sich 


Mer =N =M 
Abb. 115a. zu. setzen. zf Marz z 


Die Abnahme der Momente Wt, in den Randfeldern ZIZI wird mit ausrei- 
chender Genauigkeit berücksichtigt, wenn We rrr =$ MWe genommen wird. 


1) Um das größte Stützenmoment unmittelbar über der Säule (1) zu erhalten, 
müßte auch das Feld VII nur mit Q belastet werden. Da jedoch der Einfluß der 
Belastung dieses Feldes auf die Biegungsmomente des weit entfernten Feldes Z 
äußerst geringfügig ist, habe ich, um die Symmetrie der Belastung aufrechtzu- 
erhalten und die Voraussetzung der wagerechten Unverrückbarkeit der Stütz- 
punkte streng zu erfüllen, Q, = 2 Q gewählt. 
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Die Verteilung der Kräftepaare M, innerhalb der Querschnittsbreite 
jedes Feldes wird einerseits durch die Lage des jeweiligen Querschnittes 
und durch das Steifigkeitsverhältnis der Gurt- und Feldstreifen, anderer- 
seits durch die Art der Belastung beeinflußt. 

Die in $ 32 und $ 33 durchgeführten Untersuchungen haben gezeigt, 
daß ein merklicher Unterschied zwischen den Spannungsmomenten 
(de im Mittelpunkt und (sz)z=0 ? in der Randmitte des Feldes nur 


D u 

bei gleichmäßiger Belastung der ganzen Deckenfläche besteht, während 
bei der wechselweisen Belastung, welche die ungünstigsten Beanspru- 
chungen erzeugt, die Momente s, längs der Mittellinie (x = 0) nahezu 
gleichmäßig verteilt sind. 

Vergegenwärtigt man sich, daß für die Anstrengung der Platte in 
der Wirklichkeit nicht allein das an einer einzelnen Stelle auftretende 
größte Kräftepaar (Sz)max, sondern vielmehr der Durchschnittswert der 
Momente s, in dem ganzen angrenzenden Bereich ausschlaggebend ist, 
so wird man erkennen, daß eine genaue Aufteilung der Momente MM; 
kaum erforderlich ist. 

Sieht man von einer Belastung der Decke durch Einzelkräfte ab, 
so wird esin den meisten Fällen für die Zwecke der Querschnittsbemes- 
sung völlig genügen, kl al 
0 y=+b 
anzunehmen; dieser Ansatz entspricht insofern den tatsächlichen 
Steifigkeitsverhältnissen, als bei guten Ausführungen die Gurtstreifen 
stärker als die Feldstreifen bewehrt sind und infolge ihres größeren 
Trägheitsmomentes auch höhere Biegungsmomente aufnehmen müssen. 

Der Verlauf der Spannungsmomente s, zwischen Platten- und 
Randmitte kann im übrigen im Einklang mit Abb. 116 durch die Glei- 


chung Mi 1. j 
(8,)2=0 = E 1— 5 COS7T 2) 


dargestellt werden. Sie liefert für das Biegungsmoment der Feld- 
streifen (A) den Wert 


Mf \ 
NP = [a - FU; 
ef 
n Së Sg À (160) 

und für dasjenige der beiden Gurtstreifen (B) 
EE T 

D _9 Dag a See ER 

wg 2 jedy 2 HE 
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Für die Querschnitte (v = +4) längs einer Stützenflucht kommt 
eine andere Verteilung der Kräftepaare ss in Frage, weil die größten in 
dieser Flucht auftretenden negativen Biegungsmomente bei gleich- 
zeitiger Belastung der beiden angrenzenden Felderreihen entstehen 
und hierbei die unmittelbar von den Stützen getragenen Streifen B 
weit höher als die außerhalb der Säulenköpfe gelegenen Streifen A be- 
ansprucht werden. Man kann auf Grund der Ergebnisse der genauen 


Ge SE ZE IRRI 


E % 3 g2 


p 


Abb. 116. Abb. 117. 


Untersuchungen den Spannungsverlauf mit ausreichender Genauigkeit 
durch die in Abb. 117 gezeichnete Kurve 
Mz 3 2) 
ëlo GE 35 li are 5 COS 77T b 
veranschaulichen. Die zugehörigen Werte der Biegungsmomente sind 
für die Feldstreifen A 


‚> 
f Y 
MO a A =z], 
bt 
BC? 
und für die beiden Gurtstreifen B (161) 
+b 4 
up p 
MP =2 fr dy cl 21 
2 


Um schließlich auch die Verteilung für die übrigen Querschnitte 
zwischen den Stellen x = 0 und gz = +a festzulegen, kann man aus 
den Formeln (160) und (161) den allgemeinen Ansatz 
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M, hı = in E — enen Ell | 
IT a; 


ME — - M, EE | 


MO = 
(162) 


w= w|le 


ableiten. 

Mit Hilfe dieser Gleichungen habe ich für das vorliegende Beispiel 
die Gurt- und Feldmomente errechnet und in Abb. 115 durch die ge- 
strichelten Kurven die Verteilung der Momente MWO und M® darge- 
stellt. Hiermit sind für die Querschnittsbemessung die erforderlichen 
Grundwerte bestimmt. 

Nach dem gleichen Verfahren können selbstverständlich auch die 
Momente Le und 207 für die Querreihen ermittelt werden. 

Die vorstehenden Untersuchungen zeigen, daß die auf die Theorie 
des stellvertretenden Rahmens aufgebaute Näherungsberechnung in 
sehr einfacher und übersichtlicher Weise gestattet, mit einer praktisch 
völlig ausreichenden Genauigkeit das ganze Spannungsbild der träger- 
losen Decke in allen Einzelheiten zu erfassen und ohne großen Arbeits- 
aufwand eine sichere Grundlage für die Querschnittsbemessung zu 
schaffen. 


3. Die Näherungsformeln für die überschlägige 

Querschnittsbemessung der trägerlosen Decken. 

Die Werte der Biegungsmomente des stellvertretenden Rahmens 
lassen sich in zwei wichtigen Grenzfällen sehr leicht bestimmen. 


Abb. 118. 


Handelt es sich beispielsweise um einen gleichmäßig belasteten 
Rahmen mit unendlich vielen, gleichartigen Feldern (Abb. 118), so 
wird in jedem Knotenpunkt 

ov ss OI ze DÜ. X se X" zs A 


sein. Die Gleichungen (149) liefern für diesen Fall, wenn mit Q, die wirk- 
same ständige Belastung bezeichnet wird, den Wert: 


E | 


E SE E 


In der Feldmitts ist dann (163) 


a Li Blaat 
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Wenn nun jedes zweite Feld entsprechend der schematischen Dar- 
stellung in Abb. 118a mit H. belastet wird, so ist leicht einzusehen, daß 


On-ı = — Om = Om+15 


zr e 
Xn et Xm 


sein muß. Diesem Zustand entspricht die aus der 
Gleichung (155) abgeleitete Elastizitätsbedingung 


’ 1 (l+ do 
oa lf — 28) = 3 Qp E 
Hierbei ist 
1 EJ? TV pP 
EE N d 
PIE T 
BJ“ V Lë | 
tN, E 3p E 
5 Für 
= SE y 
= He H" 
^A 
< 
ergibt sich beispielsweise 
2 


T Ss, T RJ 
2H° Ni, ` 2H" N, 


und weiterhin auf Grund der Gleichung (154): 


EIN 


u e 


Xn-1 = Xn = — Qy 


wobei 

P EJ P EJ" \ (164) 

> It Im Ni, + gm N, 

ar ’ BJ P BN" 
"Të NG "ZPS N, 


In der Mitte eines belasteten Feldes entsteht das Moment 


d, 
m.o ltal "8 
z= Qp 12 [21da ” 
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Für das unbelastete (m +1) Feld ist 


Datz — Oms 
d H e WÄIN (l =- do) 
Xm = Xn = —2 N,- — he 


ai E Be Fun 
E? +- SH "SN 
A Hr Niy 4H“ N 
Insgesamt erhält man für die Querschnittsbemessung eines Mittel- 
feldes die Werte 


, l 
D 


TR i 
A +7 
nána wsz z+% ET d (165) 
r Léi , 
Min) di GE e Qp ( ro ) Sp | 


Auf Grund ähnlicher Überlegungen können auch für die Endfelder 
die Grenzwerte der Biegungsmomente bestimmt werden. 

Setzt man wieder voraus, daß die Außenstützen als Pendelsäulen 
ausgebildet sind, so lauten die Elastizitätsgleichungen für den in Abb. 119 
dargestellten Zustand (+4) 


Bode + a, 
2NI, 


DAHP toa =. 


Abb. 119. 


Da infolge der gleichzeitigen Belastung aller Felder », sehr klein 
im Vergleich zu w, und ®, sein muß, so kann 


a = 0 


gesetzt werden. Es ergibt sich dann 


ß rd) 
mug We Gë, 
& (l + do) 
o, 7 CES Qy ELO 
Ay zs, 
Ita; (l + do) (Bo + %) (B — 2) 
X =Q," = + Nl, (a + o0) =—Q B = Daf — ai 
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oder mit der Abkürzung 
(Bo + &) Lë Sa al = ya: 
Pob — ai È 


Tra, (166) 


12 = 


la = un aA 
Di 
; 3 +y? 
U Bo = y? 
TE a A F EJ° V BI 
y? zë: N, "zë N, 


Man kann sich von der Richtigkeit der Formel (166) leicht über- 
zeugen, indem man sie beispielsweise auf den gewöhnlichen durchlaufen- 
den Träger mit freibeweglichen Stützen anwendet. Für 

d =0, v=1, L= d ss 
erhält man in der Tat 


9 
S 
einen Wert, der sich von den genauen Werten 
X; = —0,10714Q,1 für den vierfeldrigen und 
X; = —0,10527 Q,1 für den fünffeldrigen 


Balken so gut wie nicht unterscheidet. 
Um nunmehr auch den Einfluß der ungünstigsten Laststellung zu 


l 
=," = —0,10714Q, 2, 


Abb. 119a. 


berücksichtigen, verwende ich für die in Abb. 119a angegebene Last- 
anordnung die Elastizitätsgleichungen 
(+ de) 


Opo + %4 = — Q reet b 
N 


I-+d, 
+ b + wa = + 3 
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Ihre Auflösung liefert 


Br +a  l-+d,) x 
"weer 12N} Tom E Er A 

Bota Qld) Bo 
RZ EN, RER 


Das zugehörige Stützenmoment ist 


BA B+B ry (a? 
u EH 


In diesem ek kann für @, der vorhin für das Mittelfeld ab- 
geleitete Wert 
I-+d, l 
Din 1 FF On = — ne 777 = Ma 
eingeführt werden. 
Es ergibt sich sodann 


H l } d, } 
DË, | 


wobei (167) 
Are Sp ell 
SC? B (# — Bo) — b 2% . 

Hat man X; errechnet, so kann man aus der Gleichung 

SZ 

ql 

die Stelle im Endfeld bestimmen, in welcher das größte positive Bie- 

gungsmoment entsteht. 

Wendet man diese Formel auf den gewöhnlichen durchlaufenden 
Balken mit freibeweglichen Stützen an, so erhält man 


Xi = — e Ql = —0,05357 Ql, 
während die genaue Berechnung für den fünffeldrigen Träger 
Xi = — lr Ql = —0,05263 Q,1 


19 vp 


liefert. 

Die Abweichung ist so gering, daß man die für den stellvertretenden 
Rahmen mit unendlich vielen Feldern abgeleiteten Formeln sehr gut 
auch für die Querschnittsbemessung von Trägern mit beschränkter 
Felderanzahl benutzen kann. 

Mit Hilfe der Gleichungen (163), (165), (166) und (167) habe ich für 
die meistens in Betracht kommenden Werte 

d d 


e, wm DCH a rf 
` 02 un 7 0,3 
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unter Zugrundelegung eines durchschnittlichen Steifigkeitsverhältnisses 
a E Bir, EE a 
H AS HN, 
für Decken mit schlanken und 
P EJ TV EM 
ITEM REN, 


y 


4,0 


für Decken mit kräftigen Stützen die größten Biegungsmomente in den 
End- und Mittelfeldern errechnet und ihre Werte in Tafel 27 zusammen- 
gestellt. 


Tafel 27. 
Die Näherungsformeln für die Biegungsmomente der trägerlosen Decken. 
Auf- || Steifig- | | 
lagere |! Keits Endfeld Mittelfeld 
breite || verhält- 
H Dis 
N u l Xi = -0,131559 | { Mzmax = (0,0369 + 0,0744 p) Z ly 
sik. | en | | Mamas = (0,0743389 + 0,095 4567) Bly | \Mzmin = (0,0369 - 0,0384p) 27, 
y =o | zeit { Xi = -0,133542g221, | { Mzmax = (0,0369 + 0,068 p) 721, 
KZ" Marmar = (0,0735889 + 0,091 01 p)Èly | \Mzmin = (0,0369 - 0,032 Ee 
i i Gs en 
Ina, E EE (Senn = (0,032229 g + 0,071 662p) E, 
dos | | TTT" Lens = (0,070 648g + 0,092574 p) ` \Mzmin = (0,0322299 - 0,039 433 p) Bly 
E" fei - - l 
au = 0,85 | | KE í X = -0,140159g2}7, | (Pem = (0,032 229g + 0,06509 p) ly 
HET l Mimax = (0,069 907 g + 0,088 170 p) È ly Mezmin = (0,0322294 - 0,03286 p) È ly 


Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der verschiedenen Unter- 
suchungen läßt von neuem den vorteilhaften Einfluß einer erheblichen 
Widerstandsfähigkeit der Stützen und einer weiten Ausladung des 
Säulenkopfes erkennen. 

Um diese günstige Wirkung durch eine tunlichste Vergrößerung 
der Grundfläche zu erzielen, ist es notwendig, nicht allein den eigent- 
lichen Stützenschafit zu verbreitern, sondern auch die Decke selbst 
beim Anschluß an die Säule zu verstärken oder eine Grundplatte unter 
der Decke anzuordnen. Die in den amerikanischen Ausführungen 
üblichen Abmessungen der Grundplatte und des Stützkopfes sind 
in Abb. 120 angegeben. Diese Ausgestaltung der Pilzdecke bietet den 
Vorteil der einfachen Einschalung und des geringsten Baustoffbedarfes. 
Sie ist jedoch für die Tragfähigkeit insofern nicht besonders günstig, 
als ein allmählicher Übergang der Spannungen aus der Platte in die 
Säule bei einseitiger Belastung kaum gewährleistet wird und weil die 
Erweiterung der Stützen nicht tief genug unter der Decke beginnt, 
um die erheblichen Biegungsmomente, welche im oberen Drittel der 
Säule entstehen, mit ausreichender Sicherheit aufnehmen zu können. 
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Um diesen Nachteil zu vermeiden, empfiehlt es sich, vor allem 
bei schlanken Stützen, den Ansatz für die pilzartige Erweiterung 
tiefer zu legen und die Verbreiterung des Säulenkopfes unmittelbar an 
die Verstärkung der Decke anzuschließen. Die Abb. 120a zeigt ein 


Abb. 120. 


agzi 


er 
art Oz 


Abb. 120a. 


Beispiel für diese Anordnung. Die Grundmaße sind aus den Ausfüh- 
rungen der Huta-Aktiengesellschaft entnommen. 

Die starre Grundfläche des Stützenkopfes wird durch diese Decken- 
verstärkung merklich erweitert, und es ist daher zulässig, ihre Seiten- 
länge mit dem Maße do = 0,3 lin Rechnung zu stellen. Hierdurch wird 
eine erhebliche Abminderung der wirksamen Belastung und der freien 
Spannweite erzielt. Auch hinsichtlich der Raumwirkung ist diese Lösung 
als besonders günstig zu bezeichnen. 


XII. Die mathematischen Aufgaben der 
Gewebetheorie. 


Die Gleichgewichtsbedingungen des orthogonalen Gewebes sind durch 
fünfgliedrige lineare Gleichungen ausgedrückt, die sich durch fort- 
schreitende Elimination der Unbekannten verhältnismäßig rasch lösen 
lassen, wenn der Umfang der Platte beschränkt und die Anzahl der 
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Knotenpunkte nicht allzu groß ist. Die Ausnützung der Symmetrie- 
bedingungen gestattet dann das Gleichungssystem in Gruppen zu zer- 
legen, die nur noch ein Viertel der ursprünglichen Anzahl der Unbe- 
kannten enthalten und sich daher rechnerisch ohne erhebliche Schwierig- 
keiten bewältigen lassen. Die für die Zerlegung der Belastung, die Ver- 
teilung der Unbekannten und die Auflösung der Gleichungen in Betracht 
kommenden Gesetzmäßigkeiten sind bereits im Abschnitt III erörtert 
und in allen behandelten Aufgaben ausgenützt worden. 

Bei engmaschigen Geweben und bei Platten, die sich über mehrere 
Felder erstrecken, ist die Auflösung der Gleichungen mit Hilfe der bisher 
üblichen Verfahren weniger einfach. Die rechnerische Arbeit nimmt bei 
der großen Anzahl von Knotenpunkten einen derartigen Umfang an, daß 
es außerordentlich schwer und mühsam ist, den Wert der Unbekannten 
mit ausreichender Schärfe zu bestimmen. 

Um diese Schwierigkeiten zu überwinden, liegt es nahe, eine allge- 
meine Lösung zu suchen, in welcher ohne Rücksicht auf die Anzahl der 
Unbekannten der gesetzmäßige, einfache Aufbau der Gewebegleichungen 
in Erscheinung tritt. Eine derartige Lösung würde sich unmittelbar 
aufschreiben lassen, wenn nicht partielle, sondern totale Diffe- 
renzengleichungen in Frage kommen würden. Es muß daher unter- 
sucht werden, ob es nicht möglich ist, die Gewebegleichungen in totale 
Differenzengleichungen umzuwandeln. 

Bei der Berechnung der trägerlosen Decken, die in einer Richtung 
unendlich ausgedehnt sind, habe ich bereits gezeigt, wie die ursprüng- 
lichen partiellen Differenzengleichungen durch mehrere voneinander un- 
abhängige Gruppen totaler Differenzengleichungen ersetzt werden können. 

Die nachfolgenden Betrachtungen werden beweisen, daß diese 
Umwandlung der Differenzengleichungen bei jeder Art von Belastung 
und Auflagerung durchgeführt werden kann und daß sie die Möglich- 
keit bietet, die Gewebegleichungen rechnerisch wie auch zeichnerisch 
ebenso rasch als genau zu lösen. 


$ 35. Die Umwandlung der partiellen Differenzengleichungen. 


Ich greife aus dem Gewebe ein Geviert mit (r + 1) lotrechten und 
(q + 1) wagerechten Drähten und bezeichne mit (m,n) den Knoten- 
punkt, in dem sich der mt? wagerechte und der nt® lotrechte Draht 
kreuzen (Abb. 121). Die Gleichgewichtsgleichung dieses Knotenpunktes 
mit der Belastung Pm,n lautet: 
2 
4 Um,n — [wm ,n-ı + Hi, n+l + Wn-i,n + Wy+1,n] weng Be 
oder, wenn zur Abkürzung e 
22 


S Pm, n = TIm,n 
1 
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geschrieben wird: 


Lumn — bës a + Wn, = Am,n t [Omin + Wm+1,n] - 


Ich setze voraus, daß bei der Verteilung der Belastung die Symmetrie- 
bedingungen bereits berücksichtigt i 8 
worden sind und daß die inneren ` ei 


Ränder X—X, Y—Y des Geviertts 777 ER FE) 
mit den Symmetrieachsen zusammen- Ar | i 
fallen. Die Ordinaten w der äußeren CC? ~ 1 + Mes 


Ränder mögen ferner bekannt sein. 

Handelt es sich beispielsweise um 
den statisch bestimmten Grundfall 
mit. den Randwerten 


Ian = Ma, ae W3 5... = Wor = > 
Wi o = Wa o = Wo... = Wg, a =0, 
so gilt für die mt? Zeile die Gleichungs- 
gruppe: Abb. 121. 
KIT — Wm,2 = An,ı + Wm-1,1 -$ io 1.1: 
Wn, + ET — Wn,3 = Am, + Wm-1,2 + Wurı,2: 
Wn,2 + 4w,,s — Wn,4 = Zum, 3 KS Wn-1,3 + Wn+1,3 


—2 Wm,r-1 + dur = Ayır + Wm-1,r + Da A1, ` 


Ich multipliziere der Reihe nach die erste Gleichung mit o, die 
zweite mit &,, die dritte mit o... die at mit a,... ust., die letzte 
jedoch mit 4 «&,, fasse sodann alle Gleichungen zusammen und erhalte: 


(4&, — Xo) Wm i [&, Am, F Xam, 3 F Xam, 3 F- 
‚1 

+ (4x, — %,— EL + Anm, n + “u + Xr-1m,r-1 

+ Fo, ,r) 


ep Lo mai Oa) Wm, 3 
47 [&,w,„-ı, 1 F XoWn-1,2 H KWn-1,3 


sch E E T, A E . (B) 
+ Vë — Ani — Antr) Wm, n t Xr- 1Wm-1,r-1 tr 30, Wn-ı,r] 
Keen R a» RE db aen, ec Gaifie3 5 
+ (tær — &,.2— EN Unr-1 +... — Ga fäi 3 at ... 
+(20,—&,_,)Un,r + ETC tr 3 Hr Wi, - 


Unter & sind vorläufig willkürlich gewählte Konstanten zu ver- 
stehen. Ich setze nunmehr 
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%Am,ı T Xa Am,e F Xa Tnm,3 Beast Da ZZ, n I Has 
+ Areg Sins T $ Xr Am, r = Be 
Da Mu, + REKT + KZ + ... + Xn a.m T 


-+ Xr- Wm,r-1 + 3 XrWm,r = Da 


und schreibe zur Bestimmung der Konstanten & die Bedingungen 


Zoe I, ms Zoe — Xg — Qy B 
An Xə Da 
e EE EE EE E mn 
Da Den 


vor. Hierbei stellt u eine vorerst unbestimmte Größe dar. 
Sind diese Bedingungen erfüllt, so geht die Gleichung (B) in die 
übersichtliche Beziehung 


we Un-ı +u Un Uns = ID (D) 
über. 

Hiermit ist eine einfache totale Differenzengleichung gewonnen. 
Sie zeigt dieselbe rekursive Form wie die Dreimomentengleichung des 
durchlaufenden Balkens und eine ähnliche Gliederung wie die Diffe- 
renzengleichung des Seileckes. Die zugehörige Gleichungsgruppe um- 
faßt im ganzen q Unbekannten U, die sich, wie groß auch die Zahl g 
sein mag, in sehr einfacher Weise bestimmen lassen. 

Die Auflösung der neuen Differenzengleichung ist allerdings erst 
dann möglich, wenn die Beizahl u bereits bekannt ist. Die letztere tritt 
mit den r Werten «a, in den r Gleichungen der Gruppe (C) auf; da diese 
Gleichungen nicht ausreichen, um zugleich mit u alle Werte a, zu er- 
mitteln, so darf eine der Beizahlen «, beispielsweise o: oder &,, willkür- 
lich gewählt werden; dann lassen sich o und die übrigen (r — 1) Größen a 
zwangläufig bestimmen. 

Es muß hierbei beachtet werden, daß diese Größen a selbst alge- 
braische Funktionen von u sind und daß sich r im allgemeinen von- 
einander verschiedene Werte u finden lassen, welche die Bedingungen 
der Gruppe C erfüllen. Bezeichnet man die Wurzeln der fraglichen Glei- 
chungen der Reihe nach mit zu, Ua, Ha... Hu So entsprechen jedem 
Wert u; eine Gruppe von r Beizahlen a, und demgemäß eine bestimmte 
Funktion Um; und eine bestimmte Belastung Ipi. 

Werden die zugehörigen Werte zusammengeordnet, so ergeben sich 
schließlich die folgenden Gleichungssysteme: 
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D 1 D t Lë š 
Xi, Tm, 1 F &a,ı Tm, T X31 Tm, 3 T +++ T Xn, Amn T- 


H 


7%, -1,1Tmr-1 ne dëi Za, FS Ina H 


S A ap ! 
Ka Am, Gas Tm,a T Og, Imst ck Ana fann 


! . H H 
RN EE T $ Xr a Am,r = Jl, 
$ > t E D H 
X1, Am, ı F Xa, 3 mat Oma tt --- + An, 3 Tü,n 


e L a es 
+ &,-1,3 Tmır-ı + ” Za Tan. r EEN as H 


L 


& 
+ &r,- 1,7, Tm,r-ı F 4 ETC = us 


; ` ! w ` : A e 
Oi, Wm,ı T ZK ant DE Um T --- H An KE 


+ Xr-1.1 Wm,r-1 sé 4 KI Wmr i U m.i 


8 Ars L e e Afs » D 
X1, Wm,ı T Xg,9 Wm, 2 F X3,2 Um, T- F Xn, fonc 


+ Xr-1,2Wm.r-1 + 4 Da Un,r kg U IER 
o e L a an 1 ú 
Xis CH) + Da a Wm, 2 T X3,3Wm,3 + ee T Dean, a fm, A 
$ i e e wier "DES 
+ Xr-1,3 Um, r-1 T ET Em, = 2 m,3: 


. e ` an L o 8 L zw Ap 
Dis Wm, + Xa, r Um,a Ka Dar Wm,3 Te... T Dar Wm,n 
+ &r-1,r Um.r-ı + $ &K,,r Um, r = T m,r- 


t Un Bag TEEN = Dar: 
e y 
Us Uns er Uni wend Oe ` 


7 l 

u STE E 
' 

—Un-12 23 


— Un-ı,3 + 


—Uy-ır + tr U wr — U wtr T 5 A - 


E Re 


D e t t 
o,r Nm, r T Das m,r T e F Anr Tmn t. -- 


(F) 


(G) 


Es treten also im ganzen an Stelle der qr voneinander abhängigen 
partiellen Differenzengleichungen r Gruppen voneinander unabhängiger 
totaler Differenzengleichungen mit je q Unbekannten U auf. Hat man 
aus den letzteren die Größen U ermittelt, so kann man aus den Glei- 


chungsgruppen F die einzelnen Werte Wm,»n errechnen. 


Zuvor müssen jedoch die r Werte u und die 7? Beizahlen & ermittelt 
werden. Die folgenden Entwicklungen werden zeigen, daß auch diese 


Aufgabe nicht schwer zu lösen ist. 


Die Bedingungsgleichungen (C) liefern nämlich nach einer einfachen 


Umwandlung die Beziehungen 


Ge to Gute 


& Ga ES Gan 
&, + Dia 2 &r-ı 
m oo — du, 
Ar Ar 


oder auch wenn 


Marcus, Platten. 


_ Snn t An-ı _ 


23 
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gesetzt wird: Onti — EAn F An-ı = 0. 


Die Lösung dieser neuen Differenzengleichung läßt sich in der Form 


Xn = 0,07 + C2 9? 
darstellen. Hierbei sind 


CZ: 
D ı "ei 1 
0, = — d Se 
<1 2 Ja ’ 
2,75 
€ E 
= — — |/—— L 
vlt yF 


die Wurzeln der Gleichung 
e—eo+1l=0, 
während C, und C, die beiden Integrationskonstanten sind. 
Führt man die Werte 

mu = (101 T C202; %= OO + C203, 

Xr = 0391 + 0298; oss Dë" + 02057 
in die Bedingungsgleichungen 

Aa = QE, 206,1 = &E 

ein, so ergibt sich: 


und weiterhin: Ga — £) + 5; — £) = 0, 
C101 (2 — £01) + C205 (2 — £02) = 0. 


Diese Gleichungen sind nur dann miteinander verträglich, wenn 
die Bedingung 


a (2 — E09) _ (2 — £0) 
21(09ı — £) Q2 (03 — £) 


erfüllt ist. Es muß also 


-3 = -—2 SEIN SA = 
241° — 057°) — elor” — 057°) (2 + 010) + (017! — 037!) = 0 
sein. Da 0,0% =1 ist, so erhält man auch 


ET > 


Ziele — 3 elor? — EN) + eloi — o5) = 0. 
Ersetzt man in dieser Gleichung die Größen o durch die zugehörigen 
Funktionen von £, so gewinnt man schließlich für e eine algebraische 


Gleichung zen Grades, aus welcher r-Wurzeln £ und sodann r-Werte u 
ermittelt werden können 1). 


1) Man kann auch für irgendeine Gruppe (k) die Beizahlen o, in der Form 


sin (n};) 
WET ie 
. ke *k 
darstellen. Hierbei ist SEN (2k — 1) 
nip mn % H 
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D 


Es ergibt sich beispielsweise für r = 4: 
2 (9, — 2) — 3 elo — 0) + è (oi — 2) — 0. 


oder € 
2 — 3e(0, +0) + gie Zi 010 + o) = 
Hierbei ist Ei ; 
O Ge zs E, oi + 012 + = e 


Es ist daher auch 
2 — 32 -+ 2 — l) = heyl. 
Die vier Wurzeln dieser Gleichung sind 


Ez = — 7 m 
Es sind ihnen die Beizahlen 
u, = 4 — & = 2,15136, 


i 


Us = 4 — & = 3,23676 , 


Uz = 4 — £; = 5,84864, 


bh 


U, = 4 — &, = 4,76324 


zugeordnet. 
Als zweites Beispiel sei r = 5 gewählt. Die Hauptgleichung lautet 
jetzt 2 (0i — o) — 3 eloi — o) + è (oi — &) =0, 


oder in anderer Form 

2 (91 + 92) — 3 e (01 + 91 92 + 0) + & (01 + 02) (2 o + 8) =0. 
Hieraus folgt  2e— äeieë — 1) + (e —2)=0. 
Diese Gleichung wird durch die Größen 


befriedigt. Die entsprechenden Beizahlen sind 
u, = 2,19789, 
Hy = 2,82444, 
Hg = 5,90211, 
u, = 5,17556, 
Er er As = 40. 
Nimmt man der Reihe nach k=1, k=2, k=3..., k=r, so erhält man 
die r-verschiedenen Werte i, und sp. Der allgemeine Ausdruck für die r-Glei- 
chungen (G) lautet sodann: 

1 Uni. FR Kee . g 
= SC Jo, sinl 2y + Am, 2° $02 Lea: SNB Ar H -o o Ham, r-a Sin(r — 1)A, 

+4 Ban -sinr ĉp} - 

Sind für alle Gruppen Aë men Zeile die Größen U,,; ermittelt, so liefert die 
Auflösung des Gleichungssystemes (F) die gesuchten Werte 


2 izr SSES? K r 
-FE m,i Sin(},) sin(n},). 
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Für € = 0, u = 4 erhält man aus der Gleichungsgruppe (C) die besonders 
einfache Lösung 
eh, = e, . = Gell ? sl, 

Oa = O = Ke =... = Ar = D. 

In den übrigen Fällen, wenn also €50 und u Z 4 ist, braucht 
man nur zwei aufeinanderfolgende Werte Ga 1. De zu kennen, um mit 
Hilfe der Rekursionsformel 

Xni P Xn — An-ı 
den nächsten Wert &,., ermitteln zu können. Wählt man beispiels- 
weise & = +1, so liefert die Bedingung = = £, die Größe os =€. 
Es ist andererseits A 


Au = 0101 + Oze = +1 
> 
æa = 0, 0 + Oo = +e. 
Hieraus folgt o= & los — e) 1 
= =a. = 
Q102(02 — 91) 91% 
C. = (0 — E) LS 
5 = 
Q1 02(01 — 22) Ger ën 
g — o 
On = OO + Cao = ——. 
Q1 — Q2 
Die Anwendung dieser Formel liefert der Reihe nach 
& = +l, 
a= 0 tH = tE 
(Loge to) =el 


SARA RUDI EKD TI ES RD EE EE A FE ER 


Aus diesen Gleichungen erkennt man, daß, obgleich o und 0, ima- 
ginäre Größen enthalten, die aus ihnen hervorgegangenen & vollständig 
reelle Zahlen sind, die sich in sehr einfacher Weise bestimmen lassen. 


$ 36. Die rechnerische Auflösung der totalen 
Differenzengleichungen. 


Sind die Beizahlen & und 1 ermittelt, so kann nunmehr die Auflösung 
der Gleichungsgruppen (G) in Angriff genommen werden. 

Um die Entwicklung der Rechnung besser zu veranschaulichen, 
will ich die Anwendung des Verfahrens an einem Zahlenbeispiel er- 
läutern. Ich greife auf die vorhin für r = 4 ermittelten Werte 
& = 1,84864, © = 0,76324, £, = — 1,84864, 5, = —0,76324, 
4 = 2,15136, u, = 3,23676, u= 5,84864, u= 4,76324 


zurück. Die zugehörigen & sind 


für „= 
für u, = 
für u = 
für = 
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24151L30: agy 
Gay Se 
3,23676: o = 
Xg, = 
5,84864: ai = 
Gaar 
4,76324: &,,= 


Xg, = 


~l 


+1, % = 1,84864, 

2,41747, ası = 2,62039, 
+1, As a = 0,76324, 
—0,41747, dye = — 1,08187, 
+1, œs s = — 1,84864, 

2,41747, æ; = —2,62039, 
+1, œs 4 = —0,76324, 


—0,41747,  &,,, = +1,081 87. 


Die vier totalen Differenzengleichungen zwischen den U-Werten 
lauten also: 


wg AC E H + 2,15136 U n, Si Dei , d Geng I, > 1,0 0,1 
+ 1,84864 7,5 + 241747 7,8 + 4 2,62039 7,4; 
Un-1,3 T 3,23676 Un,. Io Uns, GAS J.A SES LD am, 


BETEN 


— 0,41747 Am, s — $- 108187 2.4: 


e AT E + 5,848 64 Un,s SE U n+1,3 = g m 1,0 Tm, 


— 1,84864 Am, 


+ 2,41747 2,8 — 4 EE E 


~ Dat TU Un a Unea m Don, sm LO 3 
— 0,76324 — 0,41747 2,5 + $- 1,08187 7,4: 


Für das gesamte von den X- und Y-Achsen begrenzte Geviert 
(Abb. 121) erhält man, wenn die durch die Symmetrie bedingten Be- 


ziehungen 


Za ES Haii H 


a-is A Jas > 


Ug-s = JL H 


JL == Myria > 


Ug-1,1 Te Dann: 
U,-12 = Ugr1,2> 
Dans en Daat: 
Dan SS Ugrı,a 


berücksichtigt werden, die vier folgenden Gleichungsgruppen: 


 .,—— De, 


+2151360,, ~ Uram a 


— U,ı +2151360,, — Us = Mh, 
= Us FA = TR Aë 
= Uraa t OB aa ~ Uam ena 
BET: dE EE ET dE ZE: di 
+ 3,23676 U, ,. — UA a = 1,2 
"Bn FAET. ~am Da 
— Uss +8267 Üss ~U 28 
= Dan kb BEE, Au am HA 
—2 U,-1,2 ET ei em IT,. 
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+ 5,84864 U, 3 — U, = D 
— Us +5838640,; — Dasz Jas 
Sec Us + 5,84864 U3,3 weem U,s = Us R 


5,8 
—2 eet Aë 5,8 SE u == Ilys 


= Uraa paT Agen Ora a 
DT: dE E A = H, 


Ist beispielsweise das Gewebe gleichmäßig mit p belastet, so sind 
die Größen 


P 
Min = Nan = Tgn o Zon T F 
IL, iiz I, SE I, H I, 
22 e 2 pè , 
lat + ai F an) = S, Pi: 
I, ,2 = I, = M, = -= Ih, ; 
p% p% 
— E BEE .) = S, Pa 
Is, = Ia. a zs... mm Is 
p% I 1 piè, 
SS E (a. + &2,3 F Gas ET vg CH Ps: 
IL A = Tau = DZ, =-  - Ds 
| ds pi? 
= e Lo. + Xaa T X3, T SCH => g 


in Rechnung zu führen. Die kennzeichnende Gleichung der vier verschie- 
denen Gleichungsgruppen kann in der allgemeinen Fassung 


a H 
Da Ss UiUm,i SS Unyi i = "e D 
1 


geschrieben werden: hierbei ist der Reihe nach i=1, 2, 3, 4 zu setzen. 
Die Lösung dieser Differenzengleichung wird durch den Ansatz 
d ; 
Un, i= A; Sé + B; xg -+ P o Êi 
Sı ue 2? 
dargestellt: unter A, und B; sind die beiden Integrationskonstanten, 
unter %, und %, die durch die Gleichungen 
e Dem HCH + Vaš — 4), 


| e Al WA 
definierten Zahlen zu verstehen. 
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Beachtet man, daß entsprechend der ersten und der letzten der 
Gleichungen einer Gruppe 


WU: — Dass Ai x1 (tti — %1) + Bi xa (Ui — el 
Lé w—1) _ SC 
ı TEE ul 
WU, — 2 Ug-1,i = Ar" isen — 2) 


72 ti — 2) 42 
+ Bot Han — 2) + E G: e LG = Bi 


sein müssen, so ist leicht zu erkennen, daß die Größen 


CR Si w—2 GI $ WEN 
— 1 
Se ES? 
p4 
B; 7 2 N Pi 1 - 
Sı w—2 eg z3— l i 
TA zi— l 


die gesuchten Konstanten sind. 
Die vorstehenden Formeln liefern der Reihe nach 


für u, = 2,15136 : z, = 1,47202, x= 0,67933,  Pı = 6,57630, 


aan DA 
A, = —1,88529 ze , B, = —41,56278 f7, 
für u, = 3,23676 : xı = 2,89084, = 0,34592, fa = 0,80484, 
_...73,7577 pëe Leg A 
A we SSC E e d B, = — 0,359 750 2 5,” 


für ua = 5,84864 : xı = 5,67235, x= 0,17629, ` E = 0,25864, 
0,62698 p2? pie 
E Seen ef = —0,067203 ËL, 
ás e Sr P EE 
z, = 0,22011,  ß4 = 0,36022, 


pP 
= —0,130361 =. 
106 S? B, dee E 


Handelt es sich beispielsweise um ein quadratisches Gewebe mit 
q = r = 4, so erhält man für die Knotenpunkte der wagerechten Mittel- 
linie die Werte 


på DE 
U, ı = 25,7144712 PO, U, = 0,632133 = 


D 
ÄEREN 
Le Sı 
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Entsprechend der Gleichungsgruppe (F) müssen andererseits auch 
die Gleichungen 


STEEN T Aa, Wg, T H KEE %,1%y,a = Urn: 


+ 

X12 Wg, 1 H Xa, 2 Wg F Ng, Wig T 
$ 1 

D 


äich de tea 


Dua = Urs: 
Xy, Wg, "Anita T 93,3 Wı,3 Og, 3 Wa = H 

SH T 
befriedigt sein. Hieraus folgt: 


g L e g AN 
Xa, Wg,2 T N, 1ıWı,3 


-Ag 1 W4,4 DA 


PEN 


d A3 SR H 
w, 1 = 2,22535 e W4, 2 = 3.637005 (e 
1 
A J42 
wW, s = 4,418066 Ze , 01 = 4,66737 Ze 
1 1 


Diese Werte stimmen mit denjenigen, welche für die Knotenpunkte 
+, 7, 9, 10 der Mittellinien (Abb. 25) in Abschnitt III, $ 7, S. 52, er- 
rechnet worden sind, genau überein. 

Dieses Beispiel zeigt, wie leicht es möglich ist, die Lösung der neuen 
totalen Differenzengleichungen durch eine geschlossene Formel dar- 
zustellen und die Ordinaten einzelner Knotenpunkte des Gewebes un- 
mittelbar zu bestimmen. Durch die Umwandlung der ursprünglichen 
Gewebegleichungen wird die Behandlung der Aufgabe, besonders wenn 
r oder g eine hohe Zahl ist, außerordentlich vereinfacht. 

Diese Vorteile treten bei der Auflösung der Gleichgewichtsgleichungen 
des z-Gewebes noch stärker in Erscheinung. Werden nämlich die für 
die af Zeile gültigen Gleichungen 


[l A ! 
SI Eza, m = Un FR + Zm-1,1 T Žm+1,1 
Co 
= f A fi SG 
— Zma Fizu — ins = er T Em-1,2 T m+1,2 
Lia 
SE L As D eg 299 A L 1 
Zum, 8 TFA, — Zm, = Uns o T zm 1.3 T Zu 21, 3 
D2 
EE (R) 
H 
u gë D SE? a WE Se y 
Zm, n-1 + Z Son Zm, n+1 = Wm,n E T Zm-i,n T KE 
2» 
A3 
—? y KN = S 
Zm, EE fe d'Sa,r = War a sf- Zu-ı,r + Zut, 
So 
der Reihe nach mit ; s 
Ou, Ogs Da, Da, HEr 
vervielfacht und die Größen 
GE H SCH H Be 
nf, 1 T Xažm,2 Së X3 Žm,3 Fest An nn SI ven l (J) 


4x Llig z Sr 
m Rr-1Ru,r-ı T E Arm, = Léi 
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gebildet, so erhält man an Stelle der Gruppe (H) die neue totale Diffe- 
renzengleichung S 2 
m-1 Ka ‚u Fa Kë Fasi an zZ 


Die Beizahlen & und u müssen hierbei den gleichen Bedingungen (C) 
wie bei dem w-Gewebe genügen. 

Den »-Werten u = Din, Ma, Ua... u, entsprechen wiederum r totale 
Differenzengleichungen 


Un. (K) 


’ z g > A 
SS Y-s,i ck is Vwi SC LEE zs Es 
a 
tat AR 
m-1,2T l Km, — F m+, ~ Das FE 
[> 57 
> (L) 
7 y r r ~ 
—} m-1,3 7 Ug V m, — Faria = Uma ge 
Da 
BEE , # 
— m-i, ier te Fur E V arr nas Umr a 
k 


Es ist also jeder Gruppe D, des w-Gewebes eine Gruppe Fm,: des 
2-Gewebes zugeordnet. 

Da die rechten Seiten der neuen Differenzengleichungen die Lösung 
Um,; einer totalen Differenzengleichung darstellen, so bietet es keine 
Schwierigkeiten, auch für die Größen V,„,: eine geschlossene Lösung zu 
finden). 

Für den vorhin behandelten Fall erhält man beispielsweise 


i 


j2 H 2 
7 r ES EL EH E EC 2 S 
Se? Va-ıi + u; Y m,i cl wärs E Ad Lu + Bix? + 
2 


Die zugehörige Lösung ist 
2 KÉ i „mri „mtl 
3 p4* Pi =; Aua", Bir — air A D air 
WEE EE D Ser ds er ra u. = 
SSe (u; — 2} Eë — %5 
Die Wurzeln x, und Sa haben hierbei dieselbe Größe wie zuvor. 
Zur Bestimmung der neuen Integrationskonstanten C; und D; 
stehen jetzt die Randbedingungen 


a "TI 
l—ı 


7 e = Ei Pilti = 1) 72 | ER gi 3. 
tu Vie Va: SEW + Cake (ui — 2%) 
+ ula A — 2%) + Clan — x1) + Diza (tti — #2) 
1—-% 
pi ! Pi R A7 


! Di Hat man alle Größen P... der m! Zeile bestimmt, so liefert die Auf, 
lösung der Gleichungsgruppe (J) die Endwerte 
Vier 
Sm, i = -= Kä HA sin (å;) sin (nr DN ` 
x y kam) 


isl 
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zur pons pi Ww—-2) , GI Az D 2—2 
I" Katz 2Ve-1,:7 u Lu 2): rg en g+2— 2q) 
ei A ! 
A E (ung +2 Zell o — 2) 
2 pit Pi La 
+ Dun — 2) = - -+—(4;r2-+ Bai 
| i HEES (Mir, ) Sne 2 5,‘ ixit 23) 
zur Verfügung. Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt 
A8 4; ’ 
C; = KS | SE EE (di Le Bam D DH 
SI B 
D=% Le + (din + Bira), 
wobei e 
f xı lli | | Ko lt; | 
U RT ef | wn zwee 
Je =|I 77-4 
NS E e ER 
"Il S Ad TO 


und weiterhin 
F em ZS) Um,i ? CS 
DN GG Is l-z ' 1-4 
Auf Grund dieser Formeln erhält man 
für u, = 2,15136 : v, = —5,154727 v = — 0,204105, 
für u, = 3,23676 nn = —2,07109 Ya = —0,00021974, 


myi m+ ] 
lee 2 z) eP — d) OESCH 


für u, = 5,84864 : r, = —9,21405 jig wg e bi . 4,9836, 
für n, = 4,76324 : 9, = —1,18014 Reg i . 3,69383 
und insbesondere für q = r = 4 
Fa, 1 = 88,506794 $ T> Vaa = 0,494934 3 
Vas = 0,0164777 ZS d mem Za 


Die nach der Gleichung (J) gebildete Gruppe 
&1,1%4,1 t %2,12%,2 t Xg,1 24,3 T Oa, aa = } 
&1,2 24,1 T X2,2 24,2 T 3,2 23,3 H 3m 224,4 = Ha 
&1,324,1 T Xa, 324,2 T &3,3 24,3 T $ O4, 3 ua = Vas: 
y 


Xia Za F Xa, 24,2 T Xg, 24,3 T 3a = 


4,4 
liefert nunmehr die Ordinaten 
E L fN 
Z1 = 6,7487 A Su mm BL 
= S1 So ur 818% 
pi pl 
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Diese Werte stimmen wieder mit den Ergebnissen der in Abschnitt III, 
$ 7, 8.53, durchgeführten Berechnung genau überein. Hiermit ist die 
Richtigkeit der Lösung der totalen Differenzengleichungen der elasti- 
schen Fläche und die Zuverlässigkeit des neuen Verfahrens erwiesen. 
Es sei schließlich bemerkt. daß auch die partielle Differentialgleichung 


g= 


us 


durch eine totale Differenzengleichung vierter Ordnung 
unmittelbar ersetzt werden kann. 
Führt man nämlich die Größen 


= Ki R s 

Un-1 SS 7 [u Fm-1 ees (Fn-e + Fall H 
Kë e P 2 

U, Fe [u Fn ~ (Fmi t Fm+1)]: 
KI 5 S S 

Uns E In Kai — (Fm + Fm+2)] 


in die Grundgleichung 
Un-ıt 4 Um Uns = Im 


ein, so entsteht die neue totale Diiferenzengleichung: 


(Fa - S in (CR 2) = 2 u(Fm-ı bs Hal + Fm (u? + 2) SS ES Um S M) 

Ihre Anwendung ist besonders bei statisch unbestimmten Fällen 

zu empfehlen, weil sie eine leichtere Anpassung der Integrations- 
konstanten an die jeweiligen Randbedingungen ermöglicht. 
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Der bisher eingeschlagene Weg wird immer rasch zum Ziele führen, 
wenn es möglich ist, das partikuläre Integral der U-Gleichungen sofort 
aufzuschreiben. 

Bei Belastungen, die nicht stetig über der ganzen Oberfläche der 
Platte verteilt sind oder deren Veränderlichkeit nicht durch eine ein- 
fache Funktion ausgedrückt werden kann, ist die Bestimmung des 
partikulären Integrals weniger leicht; es ist dann unter Umständen 
vorteilhaft, sei es auch nur zur Prüfung der Rechnungsergebnisse, die 
Differenzengleichungen zeichnerisch zu integrieren. Da ein allgemeines 
zeichnerisches Verfahren für die Auflösung der in der Gewebetheorie 
vorkommenden Gleichungen meines Wissens noch nicht entwickelt 
worden ist, so wird die Behandlung dieser Aufgabe vielleicht für den 
Leser von Nutzen sein. 
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Ich knüpfe an die Gleichung 
KR Un -1 + u Un ES D wii el Ta 


an und ersetze sie durch die Beziehung 


2 
In der Abb. 122 sind im Abstande / die Strecken 


Es, eg Un-is ee = On 


EE, = Hn. FF, um die Strecke F, Fa = Up 2 _ 1) : die Ver- 
Es ist in der Tat 
EH = å tangy = F, F, — B, Ë, 


u 


ur T 
dans Uns r Deg: 


2 

| HE, = tangy = F F, E. 

| e u S 

| | = Un Haan: 
| | | also 
N | No Pi —— u ES D ) 
R | d | Ze E, + HE, =E, B, ln EE 

Be de dë i 

F e Z DI 

| Pa Ss Io, 6 Sg Ge ES In ` 

| A u ' 

| Es Der Linienzug E,E,F, stellt den 
IE Kräfteplan für eine im Punkte m 

Abb. 122. angreifende Last Mm dar; das zu- 


gehörige Seileck mit der Polweite A 
ist durch die Strahlen E, Fə, F,G, umgrenzt. Ist ei = l, so fallen die 


Punkte F, und F, zusammen, das Seileck E,F,@, deckt sich mit dem 
Linienzug E, F, Gi» und es ist dann möglich, die U-Linie unmittelbar 
durch ein einziges Seileck abzubilden. 

Um die Anwendung des neuen Verfahrens besser zu erklären, wähle 
ich als Beispiel ein Gleichungssystem mit der Beizahl A: =4. Da 
fr — l= 1 ist, so wird in diesem Falle F F, = Un, Foe = 2 Un. 
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Um ein partikuläres Integral der Gleichungen 
—U, +40, -U,=]1. 
-—d, +4, — Dass fa, 
—Us +40, — U= Hs, 
—U,,+40,,-U,=QD.-ı: 
—20,-ıt4U, = M, 

zu finden, setze ich zunächst U, = 0 und nehme für U, einen beliebigen 

Wert U, = Uia an. In der Abb. 123 sind der Reihe nach für die 


Y 


Abb. 123. Die Gleichgewichtsfiguren für den Zustand U, = Ui a = $4. 


Knotenpunkte 1, 2, 3 ... qg — 1l die zu den Kräften /7,, I7,, IIz... II,-ı 
gehörigen Kräftepläne und Seilecke, die zur Abkürzung die Gleich- 
gewichtsfiguren dieser Kräfte genannt werden mögen, gezeichnet. 
Sie liefern die Werte 

Dass Uses Das Dass -e Upi Upi Dam Ugro: 
Ich gebe jetzt U, den Wert U, = UT, , und bestimme in derselben 
Weise mit Hilfe der in Abb. 123a dargestellten Gleichgewichtsfiguren 
der Kräfte M, Ha, H... II,-ı die Größen 

Us = Dap, Dass Usus «os Das Ug-s Dess Con, 

Aus den beiden partikulären Integralen U„,«; Um,» läßt sich mit 

Hilfe der Formel Unm = OaU m,a t Or Um, 
das allgemeine Integral ableiten: hierbei stellen C, und Cy die beiden 
Integrationskonstanten dar. 
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Dieser Ansatz steht mit den bisher benützten ersten g—1 U-Glei- 
chungen im Einklang, wenn die Bedingung 
G-(=-1 


Abb. 123a. Die Gleichgewichtsfiguren für den Zustand U, = U,,, = è 


as 
EN 
. 


erfüllt ist. Führt man die Werte 
U,-ı bes Ca GË + Cs U,-1,8> 
U, = (OU, + OU, 
in die letzte Differenzengleichung 
4U,—2U,-,=Z, 
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ein, so erhält man als zweite Bedingungsgleichung 
Ca(4 Ura =2 EEN + Oé Gë —2 TEEN = I 
und somit schließlich 
e BE 3 Lanz 2U,- pd) — 4, Es 
4U, — 20,-,)- Upa — LE 
(4U, e — 2U) — H 
(4 Ub — 2U,- 1,8) — (EU, — Sp 
Mit Hilfe dieser Formeln läßt sich der richtige Wert 
U, = Ca Ua, +6 U, 
errechnen und der endgültige Verlauf der U-Linie bestimmen. 
Die in Abb. 123 und 123a eingetragenen Gleichgewichtsfiguren sind 
aus der Gleichungsgruppe 


C, = 


4U, — U, = I} =14, 
— U, + 4U,— U = I = 
— U, +4U;,— U, = G = 34, 
— U; +4U,— U; = IL = 4i, 
—2 U, + 4U; = I, = BA 
entstanden. Ich habe zuerst Uj, a = 4} genommen und mit Hilfe der 
Zeichnung die zugehörigen Werte 


d A 7 A H 7 5 : 
GEES) Usa = 37> Duer iz, Lem äs 
ermittelt. 
Ich habe sodann U, =? gewählt und ebenso die Größen 
U, e= 21, Uz =0, U, p= zé, Upp A 
bestimmt. 
Es ist also 4 Us, a — 2 Uaa = 64 
U, — 2U, p= — 4 
332 +5 357 
Ca = i3246 38 
6—5 5 
C, ISIS rt A z 2 
Fr 6 362 
mithin U =; Br a SoL 
Tg CC 


Ich habe diesen Wert in Abb. 123b aufgetragen und durch Zeich- 
nung der Gleichgewichtsfiguren die übrigen endgültigen Werte 
U, = 4314, U; = MA. U, = 4i, Us = MM A 
festgelegt. 
Das vorstehende Beispiel zeigt, daß das zeichnerische Verfahren im 
Grunde sehr einfach ist und sehr rasch zum Ziele führt. 
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Die zur Darstellung und zur Lösung der Differenzengleichungen 
benutzten Gleichgewichtsfiguren sind aus einer Gruppe von Seilecken 
und Kräfteplänen zusammengesetzt. Sie sind aus einer Erweiterung 
und Verallgemeinerung der Theorie des einfachen Seilecks entstanden. 
Die Verwandtschaft zwischen den neuen Gebilden und den letzteren 
ist auch darin zu erkennen, daß in gleicher Weise, wie eine dreifache 
Aufzeichnung eines Seilecks notwendig ist, um dasjenige zu finden, 
welches durch drei vorgeschriebene Punkte hindurchgeht, ebenso eine 


Abb. 123b. Die Gleichgewichtsfiguren für den Endzustand. 


dreifache Anwendung der Gleichgewichtsfiguren erforderlich ist, um 
diejenige Lösung der Differenzengleichungen zu gewinnen, die allen 
vorgeschriebenen Randbedingungen genügt. 

Da sowohl die U- als die V-Gleichungen in derselben Art behandelt 
werden können, so ist es mit Hilfe dieser neuen Art von Seilecken mög- 
lich, die Spannungsmomente M und die Verschiebungen Z für alle 
Punkte der Platte zu bestimmen. Die Anwendung der Gleichgewichts- 
figuren gestattet also, die Untersuchung der Platte in allen Einzelheiten 
mit den gleichen zeichnerischen Hilfsmitteln durchzuführen und eine 
besonders anschauliche Lösung der Aufgabe zu gewinnen. 
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Kostenberechnung im Ingenieurbau. Von Dr.-Ing. Hugo Ritter. 1922. 
3.40 Goldmark / H 85 Dol lar 


Organisation und Betriebsführung der Tinte Von 
Dr.-Ing. A. Agatz, Baurat in Bremen. Mit 3 Abbildungen und Muster- 
formularen. 1923. 3.60 Goldmark / 0.85 Dollar 


Untersuchungen über das eege von En 
konstruktionen. Von H. Kreüger, Professor an der Technischen Hoch- 
schule zu Stockholm und A. Eriksson, Architekt. Aus dem Schwedischen 
übersetzt von Herbert Frhr. Grote. Mit 55 Abbildungen. 1923. 

1.40 Goldmark / 0.35 Dollar 


Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder der Konstruktionsmate- 
rialien. Von Dr.-Ing. €. Bach und R. Baumann, Professoren an der Tech- 


nischen Hochschule Stuttgart. Zweite, stark vermehrte Auflage. Mit 
936 Figuren. 1921. Gebunden 15 Goldmark / Gebunden 3.60 Dollar 


Der Aufbau des Mörtels im Beton. Beitrag zur Voraushestimmung der 
Festigkeitseigenschaften des Betons auf der Baustelle. Untersuchungen über 
die zweckmäßise Zusammensetzung des Zementmörtels im Beton, namentlich 
über den Einfluß der Korngröße des Sandes auf die Druckfestizkeit und das 
Raumgewicht des Zementmörtels. Versuchserrebnisse und Erfahrungen aus 
der Materialprüfungsanstalt der Technischen Hochschule Stuttgart. Von Otto 
Graf. Mit 41 Textabbildungen. 1923. 3 Goldmark / 0.75 Dollar 


Der Bauingenieur. Zeitschrift für das gesamte Bauwesen. 
Organ des Deutschen Eisenbau-Verbandes und des Deutschen Beton-Vereins. 
Organ der Deutschen Gesellschaft für Bauingenieurwesen mit Beiblait: Die 
Baunormung. Mitteilung des NDI. Herausgegeben von Professor Dr.-Ing. 
E. h. M. Foerster in Dresden, Professor Dr.-Ing. W. Gehler in Dresden, 
Professor Dr.-Ing. E. Probst i Kar!sruhe, Dr.-Ing. H. Fischmann in Berlir 
und Dr.-Ing. W. Petry in Oberkassel. Erscheint zweimal monat! 
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